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摘要 在应用 ,-./0123函数方法，给出受横向分布载荷作用下，矩形薄板的磁弹性耦合系统发生混沌运动的

条件和混沌运动判据的基础上，建立了 45660/7振动系统的微分方程，针对薄板的磁弹性耦合振动系统做了

混沌运动分析 (应用 ,89.8:程序，对系统的混沌特性作了仿真实验分析，给出了不同!值时的相图和位移波

形图，并将本文（"）中 ,-./0123函数法的判断条件与仿真结果作比较，两者的结果是一致的，而且仿真实验

反映的混沌更具有丰富的数字特性 (本文给出的方法可以推广到其他不同边界条件和不同外载荷条件下弹

性薄板的磁弹性振动问题的研究 (
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引言

混沌是一种貌似无规则的运动，指在确定性非

线性系统中，不需要附加任何随机因素亦可出现类

似随机的行为（内在的随机性）(混沌系统的最大特

点就在于系统的演化对初始条件十分敏感，因此从

长期意义上讲，系统的未来行为是不可预测

的［% = #］(混沌是非线性科学中十分活跃、应用前景

极为广阔的领域［& = %&］(目前，国内外学者对机械载

荷作用下板的混沌运动作了大量的研究，也取得了

很多研究成果［& = >］(特别是国内学者对非线性弹性

矩形板横向微扰动时的混沌运动作了研究［%"，%%］，但

是对机械载荷作用与磁弹性耦合作用下混沌问题

的研究还不多见 (近些年来，机械工程中特别是微

机械工程中，存在许多涉及非铁磁载流薄板在电磁

场与机械荷载共同作用下的振动问题，使对载流薄

板的磁弹性混沌问题研究成为工程设计人员极度

关注的研究课题之一 (

本文在应用 ,-./0123函数方法，给出受横向均

布载荷作用下，矩形薄板的磁弹性耦合系统发生混

沌运动的条件的基础上，建立其 45660/7 振动系统

的微分方程，并对该系统数学模型进行 ,89.8: 仿真

实验分析，给出了不同! 值时的相图和位移波形

图，并对其进行了对比分析 (

! 磁弹性薄板振动系统混沌运动仿真模型
建立

当四边简支的金属矩形薄板，置于横向磁场

#!（"，"，!"）中，同时受有横向均布载荷##（"，"，#+）

作用，由《横向磁场中矩形薄板在分布载荷作用下

混沌分析（?）［%!］》知，可以建立其 45660/7 振动系统

为

$% @"&% @#% =$%+ A !B2C（%’） （%）

对该系统数学模型进行 ,89.8:仿真实验分析，

仿真模型如图 %所示 (基于 ,89.8: D ;0<5.0/1模块建

立的仿真模型中，;0/- E83-为正弦 D 余弦波信息源

输入，将 $%（加速度）对时间积分（?/9-7F892F），得到
&%（速度），由示波器 ;B2G- 输出速度波形图，再将
&%（速度）积分（?/9-7F892F%）得到 %（位移），由示波

器 ;B2G-%输出位移波形图，HI JF8GK输出速度 $ 位

移相图，再将 %（位移）积分两次（?/9-7F892F!、

?/9-7F892F+）得到 %+ 项，将各项增益（J80/、J80/%、

J80/!、J80/+）后叠加，则构成如图 % 所示的该连续

系统模型 (

有一由铁材料制成的薄板，板厚为 ( A % L

%"=’ <、密度为& A )*#" 17 D <+、弹性模量 ) A !""

JM8、泊松比’ A " (!#、电导率( A & (+ L %"&（#·

<）= % (为了便与计算，边长取 * A + A )<，共振时

% A % (将已知参数代入文献［%!］的（*）式中的各
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项系数的表达式中得

图 ! 系统（!）的仿真模型

"#$ % ! &#’()*+,- ’.-,) ./（!）010+,’

!! 2 %2324，"! ! %5677 8 !29 !:
2，

#! ! %5594 8 !2;4 ":
#，$! ! %:953 $ < !2

同时将这些参数代入文献［!:］的（:5）式中，由计

算得知，只要 $ = ! %5 8 !2;3 ":
# 时，该系统就可能存

在 &’*),马蹄变换意义下的混沌运动 %

! "#$%#&数值仿真分析

数值仿真模拟是针对横向磁场中的矩形薄板

进行的 %采用四阶龙格 > 库塔法编制 ?*+)*@仿真程

序 %计算时，给定在 !2 A ! 8 !2;5 ’、"# A 2 %6 B的

条件下，取不同的$值进行仿真计算，得出了不同

值时的相图和位移波形图如图 : 至图 !6 所示 %

图 : $ A 2 % !时的相图和位移波形图
"#$ % : CD*0, -#*$E*’ *F- G*H, ./ -#0I)*J,’,F+ GD,F$ A 2 % !

图 5 $ A 2 % 6时的相图和位移波形图
"#$ % 5 CD*0, -#*$E*’ *F- G*H, ./ -#0I)*J,’,F+ GD,F$ A 2 % 6

图 K $ A ! % 22时的相图和位移波形图
"#$ % K CD*0, -#*$E*’ *F- G*H, ./ -#0I)*J,’,F+ GD,F$ A ! % 22
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图 ! ! " # $ %&时的相图和位移波形图

’() $ ! *+,-. /(,)0,1 ,2/ 3,4. 56 /(-78,9.1.2: 3+.2! " # $ %&

图 ; ! " < $ =&时的相图和位移波形图

’() $ ; *+,-. /(,)0,1 ,2/ 3,4. 56 /(-78,9.1.2: 3+.2! " < $ =&

由图 <，可以看出，当! 很小（ ! > # $? @

#&AB "<
#）时，系统处于混沌运动状态；由图 ?至图 !，

系统进入交叠的大周期状态，相图形状变化较大，

呈现不同的轮胎状，随着!的增大相图变稠密，振

荡周期也发生变化 $图 ; 说明，当! " < $=& 时系统

由大周期向混沌状态发展过程 $

由图 C至图 B以及图 #&至图 #%可见，系统又由

大周期状态逐步向混沌过渡，其中图 B和图 #%则说

明系统已完全进入混沌状态 $

图 #& 至图 #?，系统由混沌状态向大周期状态

发展，到图 #%又进入混沌状态，而图 #!则又呈现大

周期状态，而且同样可以看出图 ## 与图 #! 的相图

形状基本相同 $

图 C ! " ? $ <&时的相图和位移波形图

’() $ C *+,-. /(,)0,1 ,2/ 3,4. 56 /(-78,9.1.2: 3+.2! " ? $ <&
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图 ! ! " # $ %!时的相图和位移波形图

&’( $ ! )*+,- .’+(/+0 +1. 2+3- 45 .’,67+8-0-19 2*-1! " # $ %!

图 : ! " : $ ;<% 时的相图和位移波形图

&’( $ : )*+,- .’+(/+0 +1. 2+3- 45 .’,67+8-0-19 2*-1! " : $ ;<%

图 => ! " %: $ >> 时的相图和位移波形图

&’( $ => )*+,- .’+(/+0 +1. 2+3- 45 .’,67+8-0-19 2*-1! " %: $ >>

图 == ! " #> $ >> 时的相图和位移波形图

&’( $ == )*+,- .’+(/+0 +1. 2+3- 45 .’,67+8-0-19 2*-1! " #> $ >>
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图 !" ! # $" % && 时的相图和位移波形图

’() % !" *+,-. /(,)0,1 ,2/ 3,4. 56 /(-78,9.1.2: 3+.2! # $" % &&

图 !$ ! # $; % <= 时的相图和位移波形图

’() % !$ *+,-. /(,)0,1 ,2/ 3,4. 56 /(-78,9.1.2: 3+.2! # $; % <=

图 !> ! # =& % && 时的相图和位移波形图

’() % !> *+,-. /(,)0,1 ,2/ 3,4. 56 /(-78,9.1.2: 3+.2! # =& % &&

图 != ! # ?& % && 时的相图和位移波形图

’() % != *+,-. /(,)0,1 ,2/ 3,4. 56 /(-78,9.1.2: 3+.2! # ?& % &&
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在给定、的条件下，由文献［!"］的 #$%&’()* 方

法判断可知：当 !为很小值（ ! + ! ,- . !/01 ""
# 2 - ,

"3 . !/0!/）时，系统可能发生混沌运动；而由数值仿

真结果可知：在此给定条件下，该系统的运动状态

十分复杂，即在周期状态、大周期状态和混沌运动

状态之间过度存在 ,由此可见，两者的结果是一致

的 ,同时仿真的结果还反映了式（!）系统混沌运动

的更丰富的、复杂的状态特性 ,在其他参数一定的

条件下，随着!（ !）的增加，该系统的运动状态从周

期态到混沌态，再到大尺度周期态变化，在混沌过

程中又含有周期的窗口 ,这些是动力系统混沌运动

的独特的数字特性，对了解混沌运动规律性十分重

要，而用 #$%&’()*理论的解析方法是无法得到丰富

的数字特性的 ,

图 !4 至图 !1 是当选取同样的状态参数，铁制

薄板在力、磁耦合作用下，取! 2 3/ 时，变化电磁

场强度 "# 的情况下得到的相轨迹图形 ,从图形可

以看出，仅在! 2 3/ 的特定条件下，随着电磁场强

度 "# 的增加，相图变化不太大，几乎处于同一混沌

运动状态 ,

图 !4 ! 2 3/，"# 2 ! , / . !/04 5时的相图 图 !6 ! 2 3/，"# 2 / , " 5时的相图

7’8 , !4 9:;<$ =’;8>;? @:$&! 2 3/，"# 2 ! , / . !/04 5 7’8 , !6 9:;<$ =’;8>;? @:$&! 2 3/，"# 2 / , " 5

图 !A ! 2 3/，"# 2 / , 4 5时的相图 图 !1 ! 2 3/，"# 2 ! 5时的相图

7’8 , !A 9:;<$ =’;8>;? @:$&! 2 3/，"# 2 / , 4 5 7’8 , !1 9:;<$ =’;8>;? @:$&! 2 3/，"# 2 ! 5

! 结论

本文对薄板的磁弹性耦合振动系统做了混沌

运动分析 ,用 #;B%;C程序对系统的混沌特性作了仿

真实验 ,并将（!）文中 #$%&’()* 函数方法的判断条

件与仿真结果作比较，两者的结果是一致的，而且

仿真实验反映的混沌更具有丰富的数字特性 ,本文

给出的求解方法可以推广应用到不同边界条件和

不同外载荷条件下薄板的磁弹性振动问题的研究

中 ,

本文的研究结果，可供机械工程和微机械中载

流电磁结构的安全性、可靠性设计时参考 ,
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