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摘要 设计了状态变量的线性反馈控制器对 +,-./0 系统的平衡点和周期轨道进行控制 )首先，利用 2,345$

63-7840准则对受控系统进行了稳定性分析，证明了达到控制目标反馈系数的选择原则 )然后，通过数值计算

证明了该方法能够有效地控制混沌系统达到稳定的平衡点同时也能使系统控制到 & ! 周期轨道，并且得到

了相应的稳定的 & ! 周期轨道的控制参数和系统幅值的关系曲线 )最后给出了控制到 & ! 周期轨道的控制参

数的选取范围 )

关键词 +,-./0系统族，反馈控制，2,345$63-7840准则，平衡点

引言

混沌和分岔理论以其理论的深奥性和工程上

的应用性被称为非线性振动研究中最活跃，最前沿

的课题之一 ) &*#% 年美国科学家洛伦茨在研究气象
预报时，对无穷维动力系统的瑞利$伯纳德热对流
问题进行三维截断得到了著名的 +,-./0 系统，它是
第一个极为简洁的且表现出奇异吸引子的动力系

统，+,-./0 系统拥有极其复杂的非线性动力学行
为［&］)在最近二十年内，国内外发现了一些类

+,-./0系统，譬如，2,99.-系统，:5./吸引子［!］，吕氏
吸引子［%］等，这些统称为 +,-./0系统族 )
近年来，混沌的控制由于具有巨大的应用前景

而成为非线性科学的一个研究热点 )科研工作者提
出了大量的控制与同步的方法，如 ;44，<-.=,>8，

?,-@.（;<?）控制法［’］，反馈控制法［A］，自适应反馈
法［#］等 )陈对混沌系统的控制，同步及反控制等问
题进行了综合介绍和评述［(］，B ) C ) ?D99./ 和李等分
别对一类混沌系统作了线性控制研究［1 E &"］)
本文所研究的 +,-./0系统［&&］的数学模型分别为
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其中!，"，#亦为正的常数 )

! "#$%&’系统的平衡点控制

! (! 系统的平衡点控制

对于系统当参数 $ F &"，( F 1 I %，’ F !1时存
在如图 & 所示的两个奇异吸引子，它们关于原点对
称 ) 系统（&）存在三个平衡点：)"（"，"，），)& F
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M "，$% F G ! )#( M " )因此平衡点 )" 是一个不稳

定的鞍点 )设计线性状态反馈控制器［&!］ 将混沌系
统控制到平衡点 )" )我们只对系统的状态变量 +，

,施加控制，控制器为 - F
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，其

中 .&，.! 为控制参数，则受控系统变为
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图 / 系统（/）的混沌图和时间响应图
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当 ’/ 8 ’; 8 =受控系统退化为原系统（/）2显然此

时受 控 系 统 只 有 一 个 平 衡 点 *=， 根 据

>(-#5"?-$@)#A准则知：当受控系统（<）的所有特征

值均具有负实部时系统不再做混沌运动而是做收

敛到平衡点 *= 2受控系统（<）的 B!’(+)矩阵为 += 8
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，则线性部分的特征
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为了使系统控制到平衡点 *=，所以应有：!/ F =，!;

F =，!< F = 由式（C）G（E）可知有!< 8 ) F = 恒

成立 2对于!/，!; 只需满足

（ ’/ 9 &）（ ’; 9 /）9 &( H = （I）
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就能使得!! " #，!$ " # %

! "# 系统的平衡点控制

对于系统当参数" & ’，# & !，$ & !(时存在

如图 $ 所示的两个奇异吸引子，它们关于原点对

称 % 系 统 存 在 三 个 平 衡 点：!)
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# 也是一个不稳定的

鞍点 %设计线性状态反馈控制器将混沌系统控制到

平衡点 !)
# %同样只对系统的状态变量 #，$ 施加控

制，控制器为 $ &
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为控制参数，则受控系统变为

)& & *"（ ’ * &）1 %2 &
)’ & $& * &( * ’ 1 %’ ’
)( & &’ *#

{
(

（5）

（,）&6 ’6 ( 78,9:-7.80:; （/）&6 ’ 78,9:-7.80:;

（-）&6 ’ 78,9:-7.80:; （<）*6 & -=8>:

图 $ 系统（$）的混沌图和时间响应图

?0@ % $ A8,9:-7.80:; .B 7C: ;D;7:E（$）
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受 控 系 统（!）的 "#$%&’ 矩 阵 为 !() *
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同样$(
- * +# 2 )成立 3如 . 30可知为了控制到平

衡点 %(
) 只需满足

（ "- +!）（ "/ + .）+!" 4 ) （.0）

即可使得$. 2 )，$0 2 ) 3

! 数值计算及 "#周期轨道控制

对于受控系统，采用四阶龙格 5 库塔进行数值

计算，系统参数取为 $ * .)，& * 6 7 -，’ * 06，初值

(（)）* .)，)（)）* .)，*（)）* )，步长 + * ) 3))8，

在满足控制条件（9）的前提下取 ". * 8，"0 * + !)，

施加控制后状态向量 (（ ,），)（ ,），*（ ,）逐渐向平衡

点靠近，最终完全控制到不稳定的平衡点 %)（)，)，

)）3

（#）,5 ( $:;<= （&）(5 )5 * >;#?=$>%;’=@

（$）(5 * >;#?=$>%;’=@ （A）)5 * >;#?=$>%;’=@

图 - 受控系统（-）的稳定轨迹和时间响应图

B’C 3 - D;#?=$>%;’=@ %E >F= $%G>;%HH’GC @I@>=J（-）
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对于受控系统，采用四阶龙格 ! 库塔法进行数

值计算，系统参数取为! " #，" " $，# " $%，初值

!（&）" $& ’&，"（&）" ( ) ’&，#（&）" ) ’*，步长 $ "

& ’&&)，在满足控制条件的前提下取 %+ " ( * ’ %#

" ( $,，施加控制后状态向量 !（ &），"（ &），#（ &）逐

渐向平衡点靠近，最终完全控制到不稳定的平衡点
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（.）!! "! # /0.123/40526 （7）!! # /0.123/40526

（3）"! # /0.123/40526 （8）&! !! "! # 390:2

图 # 受控系统（+）的稳定轨迹和时间响应图

;5< ’ # =0.123/40526 4> /?2 34@/04AA5@< 6B6/2C（+）

对 于 系 统（,）当 设 计 控 制 器 为 ! "
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时，通过调整控制参数可以将

混沌系统控制到稳定的 $ ( 周期轨道，当系统参数

仍然取为! " #，" " $，# " $%，初值 !（&）" $& ’&，

"（&）" ( ) ’&，#（&）" ) ’*，步长 $ " & ’&&)，控制参

数取为 %) " & ’D，%% " + ’&，%* " ( & ’E时系统被稳

定到 $ (周期轨道，如图 #所示 ’控制参数取为 %) "

& ’D，%% " $ ’+，%* " ( & ’E 时系统同样被稳定到 $ (

周期轨道，如图 ) 所示 ’由数值计算表明只变化控

制参数 %%，当 $ ’+" %% " + ’&时系统能被稳定到 $ (

周期轨道 ’
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图 . $. / 0 1 2，$3 / 4 1 0，$5 / 6 0 1 7时控制到稳定的 8 % 周期轨道

9): 1 . ;$!%&’#($)&* (< #=& *>*#&? @)#= $. / 0 1 2，$3 / 4 1 0，$5 / 6 0 1 7

（!）!" " #$!%&’#($)&* （+）!" # ’,$-&

图 3 $. / 0 1 2，$3 / 8 1 4，$5 / 6 0 1 7时控制到稳定的 8 % 周期轨道

9): 1 3 ;$!%&’#($)&* (< #=& *>*#&? @)#= $. / 0 1 2，$3 / 8 1 4，$5 / 6 0 1 7

图 5 控制参数 $3 & 幅值的关系曲线

9): 1 5 $3 " ! ’,$-&

! 结论

用线性反馈控制器对 A($&BC 系统的平衡点和

8 % 周期轨道进行了控制，用 D(,#="E,$@)#C 准则从

理论上得出了将系统控制到稳定的平衡点的控制

参数的选取范围，通过数值计算的方法证明所设

计的控制器完全达到了预期的目的 1数值计算说明

了对 A($&BC系统施加控制能将系统控制到稳定的

8 % 周期轨道 1
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