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带干摩擦的非光滑动力系统 +,-./012 指数的数值计算"

付士慧 王 琪 王士敏

（北京航空航天大学理学院，北京 %"""*’）

摘要 对带干摩擦的非光滑动力系统，在不连续点利用闭上链（313,345）得到一个传递矩阵，由此给出一种非

光滑动力系统 +,-./012 指数的数值计算方法 (该方法是根据计算光滑动力系统 +,-./012 指数的数值方法而

提出的 (通过对带干摩擦的动力系统进行 +,-./012 指数的数值计算，结合时间历程图和 61703-85 映射对其动

力学特性进行了分析 ( 数值结果表明该方法的可行性和有效性，与一般的计算非光滑动力系统 +,-./012 指

数的数值算法相比，该方法更便于数值计算 (
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引言

+,-./012 指数 是 判 定 动 力 系 统 运 动 特 性 的 工

具之一，它给出了对系统任意相邻轨线平均发散程

度或平均收敛程度的一种度量，是判别系统动力学

行为 的 一 种 特 征 量 ( 对 光 滑 动 力 系 统，+,-./012 指

数的数值计算方法 研 究 已 比 较 成 熟［%，!］( 对 于 自 治

的光滑动力系统，其 +,-./012 指数的计算是同时数

值求解下 列 系 统 动 力 学 方 程（%）及 其 线 性 化 方 程

（!）

!" 9 #（ "（ !）），"（"）9 "" （%）

其中，"，## "# ，## $% ，$% 为所有连续可微的向量

函数组成的集合

!$（ !）9 %（ "（ !））$（ !） （!）

其中，%（ "（ !））9 $#
$" % 9 %（ !）

是方程（%）的 :-31;7 矩

阵，$（ !）9 &（ !）< "（ !）（ &（ !）是系统方程（%）以初

值 &" 的解，并且 &" 是 "" 邻域的一点）(对于非自治

动力 系 统，将 其 转 化 成 自 治 系 统 后，上 述 计 算

+,-./012 指数的数值方法自然成立 (

带干摩擦的动力系统是具 有 不 连 续 点 的 非 光

滑动力系统，即方程（%）中的右端函数在某些点是

不连续的 (由于 存 在 不 连 续 点，系 统 方 程 :-31;7 矩

阵不存在，上述计算 +,-./012 指数的算法不能直接

被用到非光滑动力系统 ( 为此，在不连续点，［’］定

义了闭 上 链（313,345）从 理 论 方 面 进 行 了 研 究，而

［&］通过修正矩阵给出了数值计算方法；甚至，［=］

还利用混沌同步 给 出 了 非 光 滑 动 力 系 统 +,-./012

指数的数值估算方法，避免了系统方程 :-31;7 矩阵

的计算 (然而，这些方法在一定程度上都有局限性 (

例如，［’］中闭上链（313,345）的定义是对系统方程

产生的半流而言的，但是绝大多数系统方程没有解

析解，即系统产生的半流不能用解析方法给出，所

以这种方法不利于数值计算；［&］中利用的修正矩

阵没 有 严 格 的 理 论 背 景，并 且 数 值 计 算 一 直 采 用

>/458 算法，计算的精确 和 效 率 比 都 较 低；利 用［=］

给出的算法便于分析系统的混沌与周期运动，不便

于分析系统的分岔点 ( 本文利用［’］在不连续点定

义的闭上 链（313,345），进 一 步 得 到 了 一 个 传 递 矩

阵，从而将计算光滑动力系统 +,-./012 指数的思想

方法应用到非光滑动力系统，给出了一种带干摩擦

的非光滑动力系统 +,-./012 指数的数值计算方法，

该方法更便于数值计算 (我们将显示该方法精度和

效率要比［&］给出的方法有所提高，并且通过算例

表明利用该方法能很好的识别分岔点 (

本文具体安排如下：首先根据［’］在不连续点

定义的闭上链（313,345），得 到 了 一 个 传 递 矩 阵；其

次，利 用 这 个 传 递 矩 阵，将 计 算 光 滑 动 力 系 统

+,-./012 指数的数值算法应用到非光滑动力系统，

具体给出了一种非光滑动力系统 +,-./012 指数的

数值计算方法；最后，将该方法应用到一个带干摩

擦的动力系统，通过计算 +,-./012 指数，对其动力
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学特性进行分析 !

! 传递矩阵

带干摩擦的非光滑动力系统以 !（"）# !" 为

初值，假定在时间 !$（ !" ）% "，系统第一次到达不

连续点，在时间 !&（ !" ）（" ’ !$（ !" ）’ !&（ !" ））系统

第二次 到 达 不 连 续 点，那 么 在 "，!&（ !" ）），系 统 的

动力学方程可表示为

"!（ !）# #（ !（ !））#

# (（ !（ !）） " ! ! ’ !$（ !" ） （)*）

# +（ !（ !$ ） ! # !$（ !" ）

（ $（ !（ !$ ））# "）

# +（ !（ !）） !$（ !" ）’ ! ’ !&（ !" ）（),













）

其中，!，# ( ，# +" "# 并且 # ( ，# + ，$ " $$ ! 开始，系

统的运动形式可由方程（)*）表示 ! $（ !）# " 表示

当时间 ! 到达 !$（ !）" 时，系统的运动形式开始发生

了变化，进 而 系 统 的 运 动 由 方 程（),）表 示 ! 当 然，

在（ !&（ !" ），+ -）还存在很多不连续的时刻，在不

连续时刻之间可定义类似 # ( ，# + 的光滑函数 !这样

带干摩擦的非光滑动力系统的动力学方程在［"，+

-）可表示为分 段 光 滑 的 函 数 ! 为 方 便 起 见，本 文

只对方程（)）进行研究，得到的结论对类似的区间

方程也自然成立 !

在方程（)）中，!$（ !" ）为不连续时刻，系统方程

.*/0,1 矩 阵 不 存 在 ! 假 定 在 此 定 义 一 个 传 递 矩 阵

% !%（ !（ !$ ）），相 应 地 可 定 义 动 力 学 方 程（)）的 广 义

线性化方程

"&（ !）# %（ !（ !））&（ !） （2）

其中

%（!（ !））#

## (
#! & # &（ !）

"! ! ’ !$（!"）

%!%（!（ !$）） ! # !$（!"）

## +
#! & # &（ !）

!$（!"）! ! ’ !&（!"











 ）

&（ !）的定 义 与 方 程（&）类 似 ! 对 光 滑 动 力 系

统，系统方程的线性化方程主要可通过求其 .*/0,1
矩阵得到 ! 对非光滑动力系统，系统方程存在不连

续点，在不连 续 点 系 统 方 程 的 .*/0,1 矩 阵 不 存 在，

这样非光滑动力系统不存在线性化方程，所以在不

连续点我们定义传递矩阵后，称方程（2）为方程（)）

的广义线性化方程 !

此时，比较方程（)），（2）和方程（$），（&），它们

的形式基本一致 ! 这样，只要知道广义线性化方程

在不 连 续 点 的 传 递 矩 阵，就 可 将 光 滑 动 力 系 统

34*56708 指数数值计算 方 法 应 用 到 非 光 滑 动 力 系

统 !下 面，我 们 将 根 据［)］中 在 不 连 续 点 定 义 的 闭

上链（/0/4/9:）近似求得传递矩阵 % !%（ !（ !$ ））!令!!

为时间 ! 的步长，!’ 是经过积分 ’ 次后的时间，那么

!’+ $ # !’ +!! !假定在时间 ! # !’ 时，非光滑动力系

统相邻轨线在同一时刻之差即 &（ !’ ）已知 !

在时刻 !’ 对方程（)）应用 ;69:< 算法［=］，有

!（ !’+ $ ）# !（ !’ ）+!!#（ !（ !’ ））#

!（ !’ ）+!!# (（ !（ !’ ）） " ! !’ ’ !$（ !" ）

!（ !$ ）+!!# +（ !（ !$ ）） !’ # !$（ !" ）

!（ !’ ）+!!# +（ !（ !’ ）） !$（ !" ）’ !’ ’ !&（ !"

{
）

（>）

记 %’(（ !（ !$ ））#

（ # +（ !（ !$ ））( # (（ !（ !$ ）））#$
#! & # &（ !$ ）

#$
#! & # &（ !$ ）

# (（ !（ !$ ））
! 方程（>）可

看作 由 方 程（)）产 生 的 半 流，因 此 它 的 闭 上 链

（/0/4/9:）（见参考文献［)］）

("（ !’ ，&（ !’ ））#

) +!!## (

#! & # &（ !’ ）

" ! !’ ’ !$（ !" ）

（ ) + %’(（ !（ !$ ）））（ ) +!!## (

#! & # &（ !$ ）

）

!’ # !$（ !" ）

) +!!## +

#! & # &（ !’ ）

!$（ !" ）’ !’ ’ !&（ !"















 ）

（=）

其中 ) 为单位矩阵 !根据闭上链（/0/4/9:）的性质和

的定义

&（ !’+ $ ）# ("（ !’ ，&（ !’ ））&（ !’ ）#

&（ !’ ）+!!## (

#! & # &（ !’ ）

" ! !’ ’ !$（ !" ）

（ ) + %’(（ !（ !$ ）））（ ) +!!## (

#! & # &（ !$ ）

）&（ !$ ）

!’ # !$（ !" ）

&（ !’ ）+!!## +

#! & # &（ !’ ）

&（ !’ ）

!$（ !" ）’ !’ ’ !&（ !"
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同时，我们可用下列方法计算 &（ !’+ $ ），并使两种方
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法计算得到的结果相同 !

在时间 !" 对方程（"）应用 #$%&’ 算法［(］，有

!（ !") * ）+ !（ !" ）)!!"（ #（ !" ））!（ !" ）+

!（ !" ）)!!!$ ,

!# # + #（ !" ）

!（ !" ） - " !" . !*（ #- ）

!（ !* ）)!!" !$（ #（ !* ））!（ !* ） !" + !*（ #- ）

!（ !" ）)!!!$ )

!# # + #（ !" ）

!（ !" ）

!*（ #- ）. !" . !/（ #-















）

（0）

比较方程（1）和方程（0），在时间 !" + !* ，有

（ % ) "&’（ #（ !* ）））（ % )!!!$ ,

!# # + #（ !* ）

）2

!（ !* ）+ !（ !* ）)!!"()（ #（ !* ））2

（ !（ !* ） （3）

因此，由（3）我们可以得到传递矩阵

"()（ #（ !* ））+ *
!!（ "&’ #（ !* ））)（ % )

"&’（ #（ !* ）））!$ ,

!# # + #（ !* ）

（*-）

其中，"&’（ #（ !* ））+

（ $ )（ #（ !* ））, $ ,（ #（ !* ）））!*
!# # + #（ !* ）

!*
!# # + #（ !* ）

$ ,（ #（ !* ））
!

! 数值算法

带干摩擦的非光滑动力系统 4567$89: 指数的

数值计算方法与光滑动力系统 4567$89: 指数的数

值计算方法基本一致，主要是同时数值求解系统的

动力学方程及广义线性化方程 !具体算法如下：

首先，得到系统的动力学方程，根据（*-）计算

系统在不连续点的传递矩阵，从而得到广义线性化

方程 !

其次，将 积 分 过 程 在 时 域 分 为 % 段：［-，&］，

［ &，/&］，⋯，［（ % , *）&，%&］!系统方程任给 ’ 个初

始值，广义线性化方程任给 ’ 个线性无关的初始扰

动，同 时 求 解 系 统 的 动 力 学 方 程 及 广 义 线 性 化 方

程，当从时间 -积分到时间 &，广义线性化方程得到

的向 量 记 为!#** ，!#/* ，⋯，!#’* 把 这 些 向 量 进 行

;’6<=>?@<ABC 正交化后为 !** ，!/* ，⋯，!’* 对其范数

归一化处理后做为下一次积分的初值，当从时间 &

积分到时间 /&，广 义 线 性 化 方 程 得 到 的 向 量 记 为

!#*/ ，!#// ，⋯，!#’/ ，进行向量 ;’6<=>?@<ABC 正交化

后为 !*/ ，!// ，⋯，!’/ ，对其范数归一化后结果做为

下一次积分的初值，重复上述过程，直到积分到时

间 %&，广 义 线 性 化 方 程 得 到 的 向 量 ;’6<=>?@<ABC

正交化后记为 !*% ，!/% ，⋯，!’% !当 % 足够大时，可

得到系统全部的 4567$89: 指数［1］

"( #
*
%& %8$

%

" + *
% !("% + *

%&&
%

" + *
% !("%

（ ( + *，/，⋯，’） （**）

注记 *）与光滑动力系统类似，当非光 滑 动

力系统为非自治时，转化成自治系统后，再按上述

算法进行 4567$89: 指数的数值计算 !

/）［"］中利用修正矩阵和 #$%&’ 方法给出了一

种计算非光滑动力系统 4567$89: 指数的数值算法 !

而它给出的修正矩阵没有理论依据，在数值计算过

程中一直沿用 #$%&’ 方法，计算精度显然不高 !本文

利用闭上链（?9?5?%&）进一步得到了一个传递矩阵，

从而给出计算非光滑动力系统 4567$89: 指数的数

值算法 !闭上链（?9?5?%&）有严格的理论基础，并且

在整个数值计算过程中还可用其它求解常微 分 方

程的数值算法比如龙格 , 库塔（DE"）等算法，提高

了计算精度 !

F）由 上 面 描 述 易 见，计 算 非 光 滑 动 力 系 统

4567$89: 指 数 的 数 值 算 法 和 光 滑 动 力 系 统

4567$89: 指数的数值算法几乎一致，关键是不连续

点处传递矩阵的计算 !这样我们只要按照（*-）给出

的公式计算出传递矩阵，就可以利用计算光滑动力

系统 4567$89: 指 数 的 算 法 进 行 非 光 滑 动 力 系 统

4567$89: 指数的数值计算 !

" 数值应用

对带干摩擦振子非线性动 力 学 特 性 的 研 究 一

直是人们关注的问题［0，3］!［"］给出了一个带干摩擦

的动力系统，并具有粘性阻尼和外激力，具体模型

用微分包含［F］表示如下

)# )$*# )"GA8（#）)%>H8（ *#）, +GA8（&!）

’

-

（*/）

其中·+ B
B !，$，"，+，&’ ,，%’ , ) ，#，*#分别是系

统的位移和速度，并且
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% & ’( !! ) *

& ’( !! + *

［% &，&］ ’( !! $
{

*

此系统为非自治系统，为了计算 ,-./0#12 指数

首先要转化成自治系统，令 ! $［!，!!，"］3（ " $ # 为

系统运动的时间），系统方程（&4）化为

"! $ $（ !）$

$&（ !）$

!!
%5’#（"#）%#!! %$5’#（!）6%
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（&7）

利用（&*）计算在不连续点的传递矩阵 后，可

以得到方程（&7）的广义线性化方程，那么根据（&&）

就可 计 算 该 系 统 所 有 的 ,-./0#12 指 数 ; 由 方 程

（&7），该系统运动 形 式 变 化 多 样，在 不 同 阶 段 的 方

程有 $& ，$4 ，$7 ，$: ，它们两两组合可以得到多个传递

矩阵 ;为简洁，我们只计算其中两个，其余传递矩阵

的计算类似 ;

假定 # %（ !），# 6（ !），$（ !），&# 如前面定义 ;开

始给系统一个正向初始速度，即 !! + *，系 统 方 程

# %（ !）$ $4（ !），当 # $ #& ，有 $（ !）$ !! $ *，系统

开始静止，那么系统方程为 # 6（ !）$ $7（ !）;因此，

在不连续点 #& 的传递矩阵

%&’（!（ #&））$ &
&#

* * *

* % & *








* * *

6

& * *

* & % & *








* * &

<

"$4（ !）

"! & $ &（ #& ）

当系 统 静 止 一 段 时 间 后，在 # $ #4 ，有 $（ !） $

%5’#（"#）%#!! %$5’#（!）%% $ *，系统又开始以正

向速 度 运 动，此 时 # % （ !） $ $7（ !），# 6 （ !） $

$4（ !），而在不连续点 #4 的传递矩阵

%&’（ !（ #4 ））$ &
&#

* * *

* * *








* * *

6

& * *

* & 6 * *








* * &

<

"$7（ !）

"! & $ &（ #4 ）

⋯⋯

该系统转 化 成 自 治 系 统 后，系 统 维 数 为 7，那

么系统会有 7 个 ,-./0#12 指数，根据系统方程（&7）

和传递矩阵其中一个 ,-./0#12 指数为 * ;［:］也给

出了一种非光滑动力系统 ,-./0#12 指数的数值计

算方法，并对上述算例进行了数值模拟 ; 但它没有

给出 ,-./0#12 指数随参数变化的示意图 ; 下面，我

们 将 应 用 本 文 给 出 的 算 法 也 对 该 算 例 进 行

,-./0#12 指 数 的 数 值 计 算，结 合 时 间 历 程 图 和

=1’#>.?@ 映射分析它的动力学行为 ;

取定系统 参 数$ $ * ;AB，% $ * ;CAD，" $ * ;

DDD ;

图 & 给出了具有 5E’/F5E’/ 运动的周期吸引子 ;

其中，系统速度随时间变化示意图如图 &. 所示 ; 图

&G 展示了该周期吸引子所有 ,-./0#12 指数随时间

变化示意图，此时系统的 ,-./0#12 指数有两个负值

一个零值，说明该方法的正确性 ;

图 4 给出了具有 5H’>IF5E’/ 运动的周期吸引子 ;

其中，系统速度随时间变化示意图如图 4（.）所示 ;

图 4（G）展示了该周期吸引子所有 ,-./0#12 指数随

时间变化示意图，此时系统的 ,-./0#12 指数有两个

负值一个零值，说明该方法的正确性 ;
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（!） 系统速度随时间变化示意图 （"）系统 #$!%&’() 指数!*，+，, 随时间变化示意图

（!） -./ 012/ .130(4$ (5 0./ 3$30/2’3 )/6(710$ （"） -./ 012/ .130(4$ (5 #$!%&’() /8%(’/’03!*，+，,

图 * " 9 : ; ,，# 9 : ; :*，周期吸引子

<1= ; * " 9 : ; ,，# 9 : ; :*，>/41(?17 !004!70(4

（!） 系统速度随时间变化示意图 （"） 系统 #$!%&’() 指数!*，+，, 随时间变化示意图

（!） -./ 012/ .130(4$ (5 0./ 3$30/2’3 )/6(710$ （"） -./ 012/ .130(4$ (5 #$!%&’() /8%(’/’03!*，+，,

图 + " 9 : ; :@+，# 9 : ; @，周期吸引子

<1= ; + " 9 : ; :@+，# 9 : ; @，>/41(?17 !004!70(4

图 , 给出了混沌吸引子 ; 其中，系统速度随时

间变化示意图如图 ,（!）所示 ; 图 ,（"）展示了该混

沌吸引子所有 #$!%&’() 指数随时间变化示意图，此

时系统的 #$!%&’() 指数分别为正值，零值，负值，说

明该方法的正确性 ;

（!） 系统速度随时间变化示意图 （"） 系统 #$!%&’() 指数!*，+，, 随时间变化示意图

（!） -./ 012/ .130(4$ (5 0./ 3$30/2’3 )/6(710$ （"） -./ 012/ .130(4$ (5 #$!%&’() /8%(’/’03!*，+，,

图 , " 9 : ; :@+，# 9 : ; :*，混沌吸引子

<1= ; , " 9 : ; :@+，# 9 : ; :*，A.!(017 !004!70(4
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为进一步表明该方法的准确性，图 ! 给出了系

统分岔图（图 !"）和最大 #$"%&’() 指数!!"# 随分岔

参数!变化示意图（图 !*）+从它们的相互对应中可

以看到系统吸引子的特性与其最大 #$"%&’() 指数

一致：当 系 统 为 混 沌 运 动 时，最 大 #$"%&’() 指 数

","- . /；当系统为周期运动时，最大 #$"%&’() 指数

","- 0 /；而当系统出现分岔时，最大 #$"%&’() 指数

","- 1 / +

（"） 系统随分岔参数!变化的分岔图 （*） 系统最大 #$"%&’() 指数随参数!变化示意图

（"） 234 *56&78"95(’ :5";7", (6# )47<&<! %"7",4947 （*） 234 ="7;4<9 #$"%&’() 4-%(’4’9">，?，@ )47<&<! %"7",4947

图 ! !!［/，/，@］，$ 1 / + />

A5; + ! !!［/，/，@］，$ 1 / + />

! 结论

非光滑动力 系 统 #$"%&’() 指 数 的 数 值 计 算 一

直是人们关注的问题之一 + 本文根据［@］在 不 连 续

点处定义 的 闭 上 链（8(8$=4）得 到 了 一 个 传 递 矩 阵，

从而给出了一种带干摩擦的非 光 滑 动 力 系 统 #$"B

%&’() 指数的数 值 计 算 方 法 + 通 过 对 带 干 摩 擦 的 动

力系统进行 #$"%&’() 指数的数值计算，结合时间历

程图和 C(5’8"74 映 射 对 系 统 的 动 力 学 特 性 进 行 了

分析，表明了该方法的正确性 + 由于该 方 法 是 在 光

滑动力系统 #$"%&’() 指数数值计算算 法 的 基 础 上

给出的，它更便于数值计算；在数值计 算 过 程 中 可

用 DE! 等 精 度 较 高 的 求 解 常 微 分 方 程 的 数 值 算

法，比［!］给出的用 F&=47 方法计算 精 度 显 然 更 高；

数值仿真结果也表明利用该方法能很好的识 别 分

岔点 +
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