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摘要 提出一种求解微分方程的力学方法 (首先，将一类常微分方程化成一个 +,-./012 方程，在特殊情况下

化成 +,-./012 原来的方程，在一般情况下化成带非保守力的 +,-./012 方程 (其次，利用 +,-./012 系统的

3140546理论求守恒量 (如果找到足够多的守恒量，便找到了方程的解 (最后，举例说明结果的应用 (

关键词 +,-./012方程，微分方程，3140546理论，积分

引言

对称性和第一积分是常微分方程的两个基本

结构［&］( 目前，研究得比较多的有 3140546 对称

性［! 7 #，&8］，9.4［%，*，’ 7 &*，&8］和形式不变性或 :4. 对称

性［&# 7 !&］等 (从寻求守恒量的角度看，3140546 对称性

更便于应用 (本文将微分方程化成 +,-./012 系统的

方程，用 +,-./012 系统的 3140546 理论来求系统的

守恒量 (如能找到部分守恒量，便可将方程降阶，如

能找到全部守恒量，便找到了方程的解 (

! 微分方程的 "#$%&’()化和部分 "#$%&’()
化

研究 !! 个一阶常微分方程
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的积分问题 (将方程两端乘以
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如果函数 ’! 满足
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则方程（%）是自伴随的 (此时，方程（%）可 +,-./012

化为［&>］
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其中 ( 为 +,-./012函数
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如果 ’! 不满足式（#），可将方程（%）部分

+,-./012化 (

令

)* ; #*，+* ; #!@ * （8）

则方程（%）可表为

") * ; $(
$+*
，"+ * ; =$(

$)*
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其中 +,-./012 函数为

( ; +*%
&

"
$*（ %，!，#"）?# （&"）

而非势广义力为

,* ; $(
$)*

@ $!@ *（ %，!，"） （&&）

这样，方程（&）的求解问题就归结为 +,-./012 方程

（’）或（>）的求解问题 (

* "#$%&’()+,(-’.-/方法

+,-./012系统的 3140546理论指出［! 7 *］，如果无

限小生成元$" ;$"（ %，!，"），$* ;$*（ %，!，"）和规

范函数 -. ; -.（ %，!，"）满足 3140546等式

+*
"$* =$(

$%$" =$(
$%$* = ("$" @ "-. ; " （&!）
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则方程（!）有如下 "#$%&$’守恒量

!" ( #$!$ ) %!* + &" ( ,#-.% （/0）

12345%#-系统的 "#$%&$’理论指出［6 7 8］，如果无

限小生成元!* (!*（ ’，!，"），!$ (!$（ ’，!，"）和规

范函数 &" ( &"（ ’，!，"）满足 "#$%&$’等式

#$
(!$ )!%

!’!* )!%
!’!$ ) %(!* +

)$（!$ ) (* $!*）+ (&" ( * （/8）

则方程（9）有如下 "#$%&$’守恒量式（/0）:

所得 "#$%&$’守恒量式（/0）就是方程（!）或（9）

的第一积分，如能找到部分积分，就可降阶方程，或

了解到系统动力学的一些信息 : 如能找到全部积

分，就 找 到 了 方 程 的 解 : 上 述 方 法 可 称 为

12345%#-;"#$%&$’方法 :

! 算例

为说明上述方法，给出一个算例 :
试求解方程

(+ ( 6 (+ 6 ,#% + + .4- +,#.+ （/<）

首先，将方程（/<）12345%#-化，令

,/ ( +，,6 ( (+ .4-)8 + （/!）

则方程（/<）表为一阶方程组
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将其乘以
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它们满足式（<）:按式（=）构造 12345%#-函数，有
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做上述积分，不难求得
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令
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则
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其次，用 "#$%&$’理论求积分，式（/6）给出

#(! )（6 #6 .4-0 *,#.* ) .4-)0 *,#.*）! )

%(!* + (&" ( * （6/）

它有如下解

!* ( *，! ( ) ,#. ’.4-6 *，

&" ( .4- ’,#% * （66）

!* ( *，! ( .4- ’.4-6 *，

&" ( ,#. ’,#% * （60）

守恒量式（/0）分别给出

!" ( ) #,#. ’.4-6 * + .4- ’,#% * ( ./ （68）

!" ( #.4- ’.4-6 * + ,#. ’,#% * ( .6 （6<）

由式（68）和（6<）消去 #，得

,#% * ( ./ .4- ’ + .6 ,#. ’ （6!）

即

,#% + ( ./ .4- ’ + .6 ,#. ’ （6=）

这就是方程（/<）的通解 :

同时，亦可将方程（/<）部分 12345%#-化为

(* ( #，% ( /
6 #6，
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这里
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"#$%&$’等式（/8）给出
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它有如下解

!* ( *，! ( ) ,#. ’.4-)6 *，

&" ( .4- ’,#% * （0/）

!* ( *，! ( .4- ’.4-)6 *，
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相应的守恒量分别为

!" ( ) #,#. ’.4-)6 * + .4- ’,#% * ( ./ （00）

!" ( #.4- ’.4-)6 * + ,#. ’,#% * ( .6 （08）

由式（00）和（08）消去 #，仍得式（6!）:

" 结论

本文提出一种求解微分方程的力学方法———

12345%#-;"#$%&$’方法，其基本思想是将微分方程化

成一个 12345%#- 系统的方程，再利用 12345%#- 系统
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的 !"#$%#&理论来求方程的积分，如能找到全部积

分，便求出了方程的解 ’
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