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摘要 约束保守系统导出了微分代数方程，其数值求解总是采用差分法 (微分$代数方程的约束带来 01231425

参变函数转变而得的微分方程，有其指标 问 题，扩 大 了 求 解 的 规 模 ( 虽 然 已 经 注 意 差 分 的 保 辛，但 沿 切 面 积

分再投影，仍带来许多问题 (本文运用分析结构力学的方法，以节点处的独立位移为未知数且严格满足节点

的约 束 条 件，再 将 有 限 元 近 似 用 于 区 段 作 用 量 函 数，在 区 段 内 部 用 简 单 插 值 求 解 ( 则 按 分 析 结 构 力 学 的 理

论，不但达到了积分的保辛且区段内部的约束条件也可在变分原理的意义下近似满足 (数值结果满意 (

关键词 分析结构力学，微分$代数方程，约束，保辛，有限元法

! 约束保守体系的微分"代数方程

从传统分析力学看到，哈密顿体系理论是很一

般 的，并 不 限 于 线 性 体 系，而 是 对 于 保 守 体 系

的［&，!］(动力系统的数值积分吸引了众多研究，有代

表性的著作见［,，)］(许多课题引导到约束的 617$

89:;4 系统（-;4<:31845= 61789:;4814 <><:57），总是推导

到微分$代数方程，概述如下 (

设 !（ !）是 " 维广义位移向量，无约束时动力

系 统 的 01231425 函 数 为 #（ !，"!） ? $（ !，"!）@

%（ !），$（ !，"!）? "! A #（ !）"! B !，$，% 分别为动能，

势能 (但当运动时有 & 维的理想约束，约束方程为

$（ !）? # （&）

运动只能在约束下的超曲面（流形，C148D;9=）上运

动，即 !（ !）已不是独立的广义位移 (其动力方程的

推导是引入 & 维的 01231425 乘子函数!（ !）

#’（ !，"!，!）? #（ !，"!）@!A · $（ !） （!）

导出的方程组是

% ? "!

#（ !）"% ? &（ !，%）@ ’A（ !）·!
$（ !）? # （,）

其中 ’（ !）? #$ B#!，&（ !，%）? %A（## B#!）% B !

@#% B#! (这构成了 !，% 的微分 $ 代数方程组 (

以上是用位移 $ 速度空间推导的微分$ 代数方

程 ( 在 61789:;4 列 式 下，05254=35 变 换 给 出 ( ?

## B#"! ? #（ !）"!，"! ? # @ & ( (变换后，其 61789:;4

函数为 (（ !，(）? ( A # @ & ( B ! E %（ !），而约束下的

61789:;4 函数为 (’（ !，(）? ( A # @ & ( B ! E %（ !）E

!A $（ !）(对应的微分 $ 代数方程为

"! ?#( B#(
") ? @#( B#! @ ’A（ !）·!
$（ !）? # （)）

(（ !，(）? ) 是保守的 (这就是在对偶方程 !，( 下

的微分 $ 代数方程［,，)］( 其 求 解 方 法 论 的 基 础 是 微

分方程，要推出联立微分方程引起指标（F4=5G）问

题等，给理论上与计算上带来了复杂附加因素 (

微分 $ 代数方程的求解有广泛应用，但非线性

系统的微分 $ 代数方程并不是可轻易地求解的，多

种常见的差分近似 已 经 有 了 较 深 入 的 探 讨［,，)］( 但

差分数值积分要保证其轨道满足约束条件，非常困

难 (因每步积分开始就采用差分近似以逼近微分方

程，难于保证轨道节点满足约束条件 ( 只能在每步

积分后再采用投影等修补手段，这种修补成了一种

干扰 ( 因其方法论是先用差分法离散微分方程，然

后再考虑约束 ( 差分近似本身的精度就不够，虽然

注意到差分近似的保辛，但其投影修补是否保辛也

是问题 (随着该思路有许多研究，但不够理想，因方

法论不理想 (

“行成于思，毁于随”( 既然 现 有 求 解 方 法 论 不

理想，就应重新探讨 (孙子兵法曰：“出其所不趋，趋

其所 不 意 ”，本 文 要 改 变 其 求 解 方 法 论 ( 回 顾

01231425 力学的基本思想，是先引入广义位移以满
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足全部约束条件的，但以上的做法改变了其思路 !

虽然 "#$%#&$’ 体系要处处满足约 束 条 件 的 广 义 位

移难以找到，但本文运用分析结构力学［(］的基本概

念，进入离散系统来分析 ! 首先保证积分点的约束

条件严格满足；再用时间有限元［)，*］ 离散代替差分

离散，然 后 运 用 作 用 量 的 变 分 原 理 以 代 替 微 分 方

程 !分析结构力学理论保证可达到每步积分的自动

保辛［+］!

讨论 即使采用 了 时 间 有 限 元，也 还 没 有 运

用精细积分法［+］! 精 细 积 分 法 具 有 很 高 的 精 度，故

还有 潜 力 有 待 发 挥，不 过 这 已 经 是 下 一 步 的 任 务

了 !

本文介绍：先满足 区 段 积 分 点 约 束 条 件，再 用

时间有限元保辛积分求解微分 , 代数方程的思路 !

! 微分 " 代数方程的有限元求解

基于分析结构力学理论的方法，可从最简单的

例题着手阐明 !

例题 # 质量 ! 的单摆振动，取 !（ "）- ｛#，

$｝. 为未知数，而不用!（ "），# - %/0&!，$ - %（1 2

34/!）为未知数 !有约束条件 &（ !）- %5 2（ #5 6 $5 ）

- 7，% - 1 !初始条件 #（7）- 7 !88，’#（7）- 7 !

解 $ 坐 标 以 向 下 为 正，势 能 (（ #，$） - 2

!&%$，&% - 17 9 : /’35 ；动 能 ) - !（ ’# 5 6 ’$ 5 ）: 5，

"#$%#&$’ 函数 *（ !，"!）- ) 2 (，其变分原理

+ -!
",

7
*（ !，"!）; " -!

",

7
!［ ’# 5 6

’$ 5 ）: 5 6 &%$］; "，"+ - 7

约束条件

&（ !）- %5 2（ #5 6 $5 ）- 7，% - 1 !

取离 散 时 间 区 段#，"7 - 7，"1 - #，⋯，"- -

-#，⋯ ! 设 "-2 1 时 的 位 移 与 速 度 是 #-2 1 ，$-2 1 ；’# -2 1 ，

’$ -2 1 已知，当然 #5
-2 1 6 $5

-2 1 - 1 !离散体系节点的位

移连 续 条 件 及 约 束 条 件 是 满 足 的 ! 连 续 时 间 模 型

#（ !）- $ 是处处满足的，故有微商的约束条件 #-
’# -

6 $-
’$ - - 7 ! 回顾有限元法，在单元与单元之间，二

阶微分方程只要求 .7 连续性，其一次微商的连续

性可通过变分原理来满足，有启发意义 ! 表明微商

约束条件 #-
’# - 6 $-

’$ - - 7 也可通过变分原理来满

足 !

要积分下一个时间步的 #- ，$- ；’# - ，’$ - 时，首先

应满足约束条件 #5
- 6 $5

- - 1 !取 #- 为独立未知数，

$- -（1 2 #5
- ）1 : 5 !从而可计算区段（ "-2 1 ，"- ）的作用

量

+-（ #-2 1 ，#- ）-!
"-

"-21

*（ !，"!）; " -!
"-

"-21

!［（ ’# 5 6

’$ 5 ）: 5 6 &%$］; "

根据 约 束 条 件，作 用 量 只 是 独 立 位 移（ #-2 1 ，#- ）的

函数 !二阶微分方程的微商约束条件 #-
’# - 6 $-

’$ - -

7 可在有限元的意义下满足 !
分别对 区 段 位 移 分 量 线 性 插 值，’# - （ #- 2

#-2 1 ）:#，’$ -（ $- 2 $-2 1 ）:#；&%$ - &%（ $-2 1 6 $- ）: 5，

单元内部的约束条件则放松掉 !运用有限元法近似

计算作 用 量 +-（ #-2 1 ，#- ），它 相 当 于 结 构 力 学 的 区

段变形能 !整体变形能无非是全部单元变形能之和

+（ #7 ，#-%
）- "

-,

"-21

+-（ #-2 1 ，#- ）

因 $-2 1 ，$- 是 #-2 1 ，#- 的非线性函数，故 +-（ #-2 1 ，#- ）

是独立变量 #-2 1 ，#- 的非线性函数，而与如何达到

#-2 1 ，#- 无关 !符 合 分 析 结 构 力 学 正 则 变 换 对 区 段

作用量的要求［)，+］!

+-（ #-2 1 ，#- ）的 有 限 元 计 算，取 ’# - - （ #- 2

#-2 1 ）:#，’$ -（ $- 2 $-2 1 ）:#；&%$ - &%（ $-2 1 6 $- ）: 5 !

（在区段内不能严格满足约束条件，而是近似满足）

+-（ #-2 1 ，#- ）-!
"-

"-21

!［（ ’# 5 6 ’$ 5 ）: 5 6

&%$］; " #!
"-

"-21

!（［（ #-2 1 2 #- ）5 6

（ $- 2 $-2 1 ）5 ］:（5#
5 ）6 &%（ $- 6

$-2 1 ））; " -（ ! : 5）（［（ #- 2 #-2 1 ）5 6

（ $- 2 $-2 1 ）5 ］:（5#）6 &%#（ $- 6 $-2 1 ））

其中 $- -（1 2 #5
- ）1 : 5 ，因此 +-（ #-2 1 ，#- ）只是两端

独立自变量 #-2 1 ，#- 的函数 !

［注 偏 微 商 时，$$- :$#- - 2 #- ·（1 2

#5
- ）2 1 : 5 !即 #-

’# - 6 $-
’# - - 7（ ’$ - : ’# - - 2 #- : #$ ）］

由于插值公式，相 当 于 作 用 量（区 段 变 形 能）用 的

有限元近似与真实作用量略有不同 ! "#$%#&$’ 原理

的位移约束条件已经在节点处严格满足，区段内部

的约束条件则由有限元插值近似满足 !

根据离散系统的分析结构力学，引入对偶变量

/-2 1 - 2$+- :$#-2 1 ，/- - $+- :$#-

则状态变量为
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!! ! ｛"! ，#! ｝"

显 然，区 段（ $!# $ ，$! ），（ $! ，$!# $ ）的 %!（ "!# $ ，"! ），

%!% $（ "! ，"!% $ ）都产生 #! ，两者相等就是动力方程

#!%!% $ &!"! !!%! &!"!

这给从 !!# $ 传递到 !! 提供了方程 ’ 根据分析结构

力学理论，传递变换是辛矩阵［(，)］，即保辛 ’

现在要 考 虑 初 始 条 件 以 确 定 #* ，"* ，&" * 为 给

定 ’与 "* 相关的区段能量是 %$（ "* ，"$ ），根据分析

结构力学有 #* ! #!%$ &!"* ’具体计算有

%$（ "* ，"$ ）!"
$$

$*

’［（ "$ # "* ）+ %（ ($ # (* ）+ ）&

（+!
+ ）% )*(］, $ ! ’［（ "$ # "* ）+ %

（ ($ # (* ）+ ］&（+!）% ’)*（ ($ % (* ）! & +

其中 (* !（$ # "+
* ）$ & + ，是 "* 的函数 ’故

#* ! #!%$ &!"* ! ’)*!!(* & +!"* # ’［（ "$ #

"* ）#（ ($ # (* ）（!(* &!"* ）］&!
取 &" * #（ "$ # "* ）&!，&( * ! # &" * "* & (* ，代入就可得

到 #* ’ 这样，初始条件具备，时间有限元逐步 保 辛

积分即可执行 ’ 数值积分计算结果，其约束条件必

然满足很好，因 积 分 点 的 约 束 要 求 预 先 满 足 ’ 图 $

显示其轨迹在圆上，以后不再显示约束条件满足好

的图 ’

图 $ 实线是单摆轨迹图，虚线是单位圆，积分步长 * ’ *$ 秒

-./ ’ $ "01 234., 56781 .2 901 97:;15937< 3= >1?,646@，

,:201, 56781 .2 6?.9 5.7541，9.@1 291> .2 * ’ *$2

以上的离散方法是直接以 独 立 位 移 为 未 知 数

的，其好处是未知数少，但约束条件首先在节点满

足却带来了推导的非线性因素 ’另一种方法是将节

点约 束 条 件（$ ’$）推 迟 处 理，利 用 节 点 的 + 个

A:/7:?/1 参变向量! ’ 故其区段扩展 A:/7:?/1 函数

成为（+）的 ,-"，#"，!），扩展区段作用量为

%!（ "!# $ ，"! ，!! ）!"
$!

$!#$

［ ’（ &" + % &( + ）& + %

’)*(］, $ #!"
!)（ "! ，(! ）

参变量!! 则用于处理 $! 处的约束条件 ’ 单元内位

移则用有限元法插值

"（ $）! $（ $）%! ，%! ! ｛" "
!# $ ，" "

! ｝"

积分就得区段作用量 %!（ "!# $ ，"! ，!! ）’因未曾满足

节点约束条件，故位移 "! 仍是原来 . 维的，不是约

束后的独立位移 ’该作用量对参变量!! 是线性的，

可表达为

%!（ "!# $ ，"! ，!! ）! %!*（ "!# $ ，"! ）#

!"
! · &（ "）! ）

根据

’!# $（ "!# $ ，"! ，!! ）! #!%! &!"!# $ ，

’!（ "!# $ ，"! ，!! ）! !%! &!"!

与无约束系统相比，多了线性参变量!! ’ 组成各站

的 +. 维状态向量

!! ! ｛" "
! ，’ "

! ｝"

按分析结构力学方法进行，从 !!# $ 可递推 !! ，该变

换保辛，但带有参变量!! ’确定!! 要根据节点约束

条件 &（ "! ）! ! ’

建议运用线性的有限元插值函数 $（ $），因区

段内的约束条件并未严格满足，用线性函数插值近

似满足，可能效果好些 ’

本方法用 参 变 量 线 性!! 满 足 节 点 约 束 条 件

&（ "! ）! ! ’未知数包含线性参变量!! 与全部节点

位移，有 +. % + 个未知数要求解，仍是非线性联立

方程，保辛 ’与前面讲的方法相同 ’预先满足节点约

束的方 法 则 未 知 数 为 +（ . # +），但 推 导 可 能 复 杂

些 ’当然两种方法给出的数值结果相同 ’

可归纳分析结构力学（带参变量!! ）的算法如

下：

$）形成 A:/7:?/1 函数（动能 B 势能），并形成扩

展 A:/7:?/1 函数 ’

+）将时间坐标离散，得一系列的时间点 $* !

*，$$ ，⋯，$! ，⋯，以各点的 . 维位移 "! 当作未知数 ’

C）按分 析 结 构 力 学，计 算 区 段（ $!# $ ，$! ）的 作

用量 %!（ "!# $ ，"! ，!! ），用 有 限 元 线 性 插 值 得 作 用

量 ’

D）生 成 对 偶 向 量 ’!# $ ! # !%! &!"!# $ ，’! !

!%! &!"! ，并组成状态向量 ’

E）根据 ’!# $ ! #!%! &!"!# $ 以及初始条件，对 $
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号单元，用插值公式计算初始 !! 并组成初始状态 "

#） 各 单 元 的 辛 矩 阵 可 从 方 程 !!$ % & $

!"! ’!"!$ % ，!! &!"! ’!"! ，会同约束条件 #（ "! ）& !

解出 "成为根据 "!$ % ，!!$ % 计算 "! ，!! ，!! ，完成逐步

积分的保辛递推 "

分析结构力学的算法运用有限元，不具体考虑

约束对偶的!微分方程，而是将!逐点当作待定的

常参数 "因不涉及其微商，故不必考虑其微分方程，

也不会产生微分方程理论的指标（()*+,）［-，.］ 问题 "

给数值计算提供很大方便 "

" 数值例题与讨论

可提供更多的数值例题以供比较 "本文展示约

束保守体系的分析结构力学有限元保辛算法 "

例题 # 选择球面摆［.］ 的例题 "

解 按［.］取重力加速度取 #$ & %，摆的长度

为 %，质点质量为 %，% 坐标以向下为正 " /012345) 函

数为 &（ "，!）&（ ’6
( 7 ’6

) 7 ’6
% ）’ 6 7 % "初始位置为

" 8
! & ｛! 92)（! "%） $ :59（! "%）｝，初始动量为 ! 8

!

& ｛! "!#，!，!｝，积 分 步 长 分 别 取 为 ! "!- 秒 和 ! "%

秒 "图 6 给出了球面摆质点的轨迹图 " 因满足约束

条件是本算法的基本点，故不再展示约束 " 图 - 给

出了系 统 的 /012345) 函 数 随 时 间 变 化 情 况 " 文 献

［.］6%- 页分别用辛欧拉算法和投影辛欧拉算法，给

出了同样问题的 /012345) 函数和质点偏离约束面

的情况，可以看到两种算法的 /012345) 函数都随时

间线性增长，保辛效果不理想 " 将本文的图 - 与它

们比较，可以看到本文算法的保辛效果好，对约束

的满足具有非常 高 的 精 度，具 有 更 大 的 优 势 " 图 .

; # 给出了质点 (，)，% 坐标随时间的变化，图 < ;

= 给出了质点 (，)，% 方向的动量随时间的变化 " 图

- ; = 中，虚线与实线分别是积分步长为 ! "!- 秒与

! "% 秒的结果 "

图 6 球面摆质点的轨迹图（步长分别为 ! " !- 秒和 ! " % 秒）

>2? " 6 8@+ 4A0B+:45AC 5D 4@+ 9E@+A+ E+)*F3F1（421+ 94+E 29 ! " !-9 0)* ! " %9）

图 - 球面摆 /012345) 函数随时间变化，

真实 & & ! " ==#G!

>2? " - 8@+ /012345) DF):425) 5D 9E@+A+ E+)*F3F1，

0:4F03 /012345) DF):425) 29 & & ! " ==#G!

图 . 球面摆质点 ( 坐标随时间变化

>2? " . 8@+ ( :55A*2)04+ 5D 9E@+A+ E+)*F3F1
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图 ! 球面摆质点 ! 坐标随时间变化

"#$ % ! &’( ! )**+,#-./( *0 12’(+( 2(-,3435

图 6 球面摆质点 " 坐标随时间变化

"#$ % 6 &’( " )**+,#-./( *0 12’(+( 2(-,3435

图 7 球面摆质点 # 方向动量随时间变化

"#$ % 7 &’( 5*5(-/35 *0 12’(+( 2(-,3435 0*+ # ,#+()/#*-

图 8 球面摆质点 ! 方向动量随时间变化

"#$ % 8 &’( 5*5(-/35 *0 12’(+( 2(-,3435 0*+ ! ,#+()/#*-

图 9 球面摆质点 " 方向动量随时间变化

"#$ % 9 &’( 5*5(-/35 *0 12’(+( 2(-,3435 0*+ ! ,#+()/#*-

例题 ! 平面双摆问题的积分 %考虑如图 :; 所

示的双摆问题，质量分别是 $: < :，$= < =，摆的半

径分别是 %: < :，%= < :，重力加速度 &% < :; %

解 质点 : 的初始位置是｛ !: > =， !: > =｝& ，初始

动量是｛;，;｝& ；质点 = 的初始位置是｛;，!=｝& ，初始

动量 是｛;，;｝& ，积 分 步 长 为 ; %;: 1 % 积 分 结 果 如 以

下 % 图 :: 是第二个质点的绝对轨迹 %图 := 是系统的

?.5#4/*- 函数随时间变化情况，可以看到 ?.5#4/*-

函数在两个确定数值之间震荡，不会线性变化，并

且这两个数值和系统真实的 ?.5#4/*- 函数相差很

小，这说明保辛效果很好 %

图 :; 双摆模型

"#$ % :; @*3A4( 2(-,3435
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图 !! 第二个质点的轨迹

"#$ % !! &’( )*+,(-).*/ .0 )’( 1(-.23 4+11

图 !5 双摆 6+4#7).2 函数随时间变化，真实 ! 8 9 :; % :;;:<

"#$ % !5 &’( 6+4#7).2 0=2-)#.2 0.* 3.=>7( ?(23=7=4，

+-)=+7 6+4#7).2 0=2-)#.2 #1 ! 8 9 :; % :;;:<

空间 双 摆 问 题 质 点 ! 的 初 始 位 置 是｛! @

! ! !: ! @ : ! @ :｝& ，初始速度是｛! A A｝& ，质点 5

的 初 始 位 置 是 ｛A，A， !5 @ :｝& ， 初 始 速 度 是

｛5 A A｝& ，积分步长为 A %A! 秒 %积分结果如以下 %

图 !: 是质点 ! 的轨迹图，图 !< 是质点 5 相对于质点

! 的轨迹，图 !; 是质点 5 的绝对轨迹 %图 !B 是系统

的 6+4#7).2 函 数 随 时 间 变 化 情 况，可 以 看 到

6+4#7).2 函数在两个确定数值之间震荡，不会线性

变化，并且这两个数值和系统真实的 6+4#7).2 函数

相差很小，这说明保辛效果很好 %

图 !: 质点 ! 的轨迹

"#$ % !: &’( )*+,(-).*/ .0 )’( 0#*1) 4+11

图 !< 质点 5 相对于质点 ! 的轨迹

"#$ % !< &’( *(7+)#C( )*+,(-).*/ .0 )’( 1(-.23 4+11
). )’( 0#*1) 4+11

图 !; 质点 5 的轨迹

"#$ % !; &’( )*+,(-).*/ .0 )’( 1(-.23 4+11 图 !B 6+4#7).2 函数随时间变化，真实 ! 8 9 5D % D;5;!

"#$ % !B &’( 6+4#7).2 0=2-)#.2，+-)=+7 6+4#7).2
0=2-)#.2 #1 ! 8 9 5D % D;5;!
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! 结束语

本文改变保守约束体系数值求解的方法论 !运

用分析结构力学理论，先进行离散，并 在 节 点 处 严

格满足位移约束条件，运用有限元能量法以代替微

分方程而 进 行 求 解 ! 求 解 过 程 并 不 从 微 分"代 数 方

程离散，而是离散后先满足节点的约束条件再用分

析结构力学变分原理能量法得到有限元保辛 离 散

算子进行 求 解 ! 过 去 从 微 分"代 数 方 程 先 差 分 再 考

虑满足约束条件，则约束条件成为一 种 负 担；分 析

结构力学则不管微分方程，先满足节点的位移约束

条件，然后再用有限元法得到离散算 子 ! 而 不 用 离

散微分方程之法，区段内的约束条件则用有限元线

性插值逼近 !位移的有限元线性插值只可能影响区

段作用量的值，影响不大 ! 于是就回避 了 约 束 条 件

引起的微分方程指标等问题，得到很 大 方 便 ! 数 值

结果表明，基于分析结构力学离散体系新方法论的

效果是满意的 !

本文只用了有限元离散插值，并未运用精细积

分法以及保辛摄动等有效手段 !还有很多改进的余

地 !
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