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摘要 有限元法是常用的建模方法，由于所建模型具有较大的自由度，通常需要进行降阶处理)一般来讲，

模型前几阶特征值和特征向量可以较精确地得到，利用所得到的特征值和主振型分量（在特征向量中与所

给定的主自由度对应的振型分量），本文提出了一种新的动态凝聚方法，该方法是通过迭代方式，利用所得

到的特征值和主振型分量对./012降阶法所得到的降阶模型进行修正)与同类方法相比，本文方法具有较

高的计算精度和很小的计算量，且迭代收敛的稳定性很好)最后本文给出了一个计算实例)
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引言

动态凝聚成为有限元模型动力分析的常用方

法)自由度凝聚方法可以分为二类：一类是静态凝
聚方法，如./012降阶法［%］，能量法［!］等，其特点
是通过公式直接计算得到降阶模型；另一类方法是

动态凝聚方法［&3,］，其特点是通过迭代法获得精度

较高的特征解)与静态凝聚法相比，由于考虑了主
从自由度中从自由度对应的惯性项的影响，动态凝

聚法可以获得较好的结果，是目前此领域的主要研

究方向)动态凝聚法中，比较有代表性的是456789::
等［#3’］提出的迭代;<=算法、>62和?61提出的改
进;<=算法［(］和变质量迭代算法［,］)动态凝聚法
的优点是考虑了从自由度惯性项的影响，但这也是

其缺点，因为对大自由度系统来讲，对应于从自由

度部分的子质量与刚度矩阵具有较大的自由度，尤

其是子刚度矩阵的求逆，计算量大且很难保证精

度)此外，动态凝聚法只能修正降阶模态中的前几
阶模态)
对于具有大自由度的有限元模型来讲，可以采

用子空间迭代法等，较精确地得到模型前十几阶模

态的特征值与特征向量，从所得到的特征向量中可

以提取与主自由度对应的振型分量（简称为主振型

分量），本文就是利用特征值和主振型分量对

./012消去法所得到的降阶模型进行修正，提出了
一种新的动态凝聚方法，从实例计算结果来看，本

文方法是可行的)

! 模型降阶的动态凝聚法

设根据有限元法得到了含! 个自由度的模
型，其质量与刚度矩阵分别为! 和"，状态向量和
外力分别为#、$"采用./012降阶法，把质量、刚度
矩阵及状态向量分解为与系统主从自由度对应的

向量，当没有外力施加于从自由度上，且阻尼可忽

略时，其振动方程为
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式中：下标#、$分别表示系统的主、从自由度数，

#%$&!，$#为#’%维外力向量，##和#$分别
为对应于系统主、从自由度的状态向量"忽略式（%）
中第二个方程中的惯性项，可得

"$###%"$$#$&& （!）

由式（!）可得
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式中：’为#’#阶单位矩阵，($为静态转换矩阵"
此时可得到降阶的质量与刚度矩阵分别为

!) &(@$!($，") &(@$"($ （A）

在式（A）的基础上，通过修正转换矩阵以得到更好
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的降阶模型，!"#$%&’’提出()*和迭代()*算法，

()*算法的转换矩阵为

!!"#$!%&"#!%#’+"$" （,）

其中，"$
% %

% $’+
!

"

#

$%%
为()(矩阵*此时，降阶的质

量与刚度矩阵分别为

#!"#$!-!"##!!"#，$!"#$!-!"#$!!"# （.）

迭代()*方法中，转换矩阵为

!!"#+&+$!%&"#!!"#+#’+!"#+$!"#+ （/）

这里还介绍0#1［2］的变质量迭代过程，其计算
过程可归纳为

+）由式（3）得到#"，$"，令#4$#"，$4$

$"，&, $’$’+%%$--%，由#4，$4确定初始特征值、

特征向量分别为!4和!4；

5）对于第.（.$+，5，⋯，-）阶模态，取初始
值分别为：&（4）/ $ $’+%%（#--%&#%%&,、!

（4）
. $!4.、

!（4）. $!（4）. ；

6）对于第0步迭代，计算下列值：
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（!4.）-#

（0）!0.
3）如果2!（0）. ’!

（0’+）
. 2／!（0）. ’#，停止迭代，

否则，令0$0&+，转入第三步*

! 本文提出的动态凝聚方法

对式（+），选择主自由度- 和从自由度%，采用
式（3）得到降阶模型质量和刚度矩阵#"和$"*采
用子空间迭代法求出系统的前(（(’-）阶特征
值和特征向量分别为!1、%#1（1$+，5，⋯，(），%#1为

3)+维矩阵*从%#1中选择对应于系统主自由度的
分量，得到主振型分量#1（-)+维向量），设修正
后的质量与刚度矩阵分别为

(# $#"&"#，)$ $$"&"$ （27）

"# $"#-，"$ $"$- （28）

把各阶主振型分量对修正后质量矩阵归一化得

#-1(##1$+，1$+，⋯，( （<）

式（<）代入式（2）可得

#-"##$’(’#-#"# （+4）
式中：#$［#+ #5 ⋯ #(］，’(为()(阶单位矩
阵*
对式（+4）进行拉直运算［<］得
（#-*#-）456（"#）$456（’(’#-#"#）

（++）
式中：“*”表示=">1&9?&"积*
现对456（"#）内的元素进行次序调整，步骤

如下：+*把对角线上变量沿对角线方向依次放在
列向量456（"#）的最前部分；5*把下三角阵上非
对角线上变量按对角线方向依次放在列向量

456（"#）的中间部分；6*把上三角阵上非对角线
上变量按对角线方向依次放在列向量456（"#）的
最后部分；在调整过程中系数阵（#-*#-应做相
应的列调整*记调整后的（#-*#-为(+（为(5)

-5维矩阵），而调整后的456（"#）仍用原符号表
示*注意，在列调整过程中，式（++）右端不动，此
时，式（++）可表示为

(+456（"#）$456（’(’#-#"#） （+5）

式（+5）存在(（(’+）／5冗余方程，删去对应于矩
阵’’#-#"#上三角元素（不包括对角线上元素）
在拉直向量中所对应的方程，此时右端为(（(&
+）／5维向量，记为)，相应地要删去系数矩阵(+对

应的行，系数矩阵变为(5（为(（(&+）／5)-5维
矩阵），此时，式（+5）变为

(5456（"#）$) （+6）

由于"# 为对称矩阵，只要得到含对角线的下三角
部分的元素即可，为此，进行半拉直运算

456（"#）$(6%456（"#） （+37）

(6$
’+ % %

% ’5 ’

!
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-
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式中：’+为-阶单位矩阵，’5为-（-’+）／5阶单
位*把式（+3）代入式（+6）可得

(%456（"#）$) （+,）
式中：($(5)(6为(（(&+）／5)-（-&+）／5
阶矩阵，此时可得

%456（"#）$(&) （+.）
式中：(&为@>>"&逆*此时可得到质量修正矩阵
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!!，代入式（!"）可得!!!
现对刚度矩阵进行修正，修正的刚度矩阵应该

满足

""!"!!!" （#$）
式中，""#$%&（"# "% ⋯ "’）!
式（#$）进行拉直运算得
（!&##(）)*+（!"）")*+（!!!","-!）

（#!）
式中：#( 为(.( 阶单位矩阵!与对)*+（!!）的
元素进行次序调整的方法相同，对向量)*+（!"）
内的元素进行次序调整，调整后仍用原符号表示，

在调整过程中，其系数矩阵应进行相应的列调整，

记调整后的系数矩阵为$#，则

$#)*+（!"）")*+（!!!","-!） （#’）

式中：$#为’(.(%阶矩阵!
对向量)*+（!"）进行半拉直运算可得
（$#.%(）/)*+（!"）")*+（!!!","-!）

（%)）
由式（%)）可得

/)*+（!"）"（$#.%(）0)*+（!!!","-!）

（%#）
此时可得到刚度修正矩阵!
设根据修正后的质量、刚度矩阵所计算的特征

值为$"$，则当

*"+1$"$,"$1%#，$"#，⋯，’ （%%）
停止迭代，否则，令!- "!!，"- """，重新进行
修正!

! 实例分析

图# 平面框架结构

,-./# 01"2345"*3675897853

本文以框架结构为研究对象（图#），材料为铝
合金，弹性模量为$#:0"，比重为%!$#;.#),<

=／**(!泊松比为)!((，划分#!个节点，每个节点
存在2、3方向的位移及绕4轴的转角，共有;!个
自由度!采用主从自由度降阶时，降为六阶模型，主
自由度分别为(5，<5，$5，!6，#)6，#%5（(5 表
示节点(的5方向，依此类推）!系统前六阶固有频
率（单位：>?）及主振型分量见表#!为与迭代@AB

表# 前六阶频率及模态

&"C13# &D34-5676-+453E8329-36"2F7D3-5*GF36

453E8329H *GF3
# ##!I#$% )!<%#， #!#)%<， #!<$$(， ,)!);$$， ,)!)%#!， #!<$$(
% (!!#;); #!%(#， )!!;%;， ,#!(I;’， )!)(#$， )!#%##， ,#!(I;’
( !(!’%’# )!’;)， ,#!$<’;， ,)!)))(， #!;!<<， ,%!%(##， )!)))(
; ##’!$)#% #!(!#， ,)!;;%I， ,)!)))%， %!(%II， %!(%;’， )!)))%
< #(#!;’<$ %!()%， ,%!()<(， #!#)(’， )!<!#I， ,)!<)(%， #!#)(’
I #$;!)!<; #!%I$， #!)’(’， )!)))!， ,)!#I’I， ,#!)’%<， ,)!)))!

方法及变质量迭代法进行比较，本文取’"( "
I，迭代次数为%次，采用迭代@AB及变质量迭代法
时，以其最优的修正结果为准，修正后的降阶模型

的质量与刚度矩阵见表%，表中质量的单位为：J.，
刚度的单位为：.#);=／*!在计算时发现，迭代%
次过后修正的质量与刚度矩阵保持不变，笔者还进

行过其他模型的修正，均很快收敛，说明本文方法

收敛快且稳定!修正前后系统固有频率（单位：>?）
见表(!
与主振型分量相比，本文方法与文［I］和文

［!］的误差见表;，误差采用下列公式计算

*7787"
&!$,!+$&
&!$& .#))K （%(）

式中：&’&表示欧氏范数，!+$为所采用的降阶方
法得到的第$阶振型!
表(中的精确值是指根据原模型计算出的值!

从表($;可以看出，经过二次迭代后本文方法的
结果，固有频率与振型误差均为零，也就是说可以

达到完全修正，而迭代@AB方法及变质量迭代法都
是只可保证降阶模型的前几阶与精确值一致!
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此外，当所取的主振型阶数小于降阶模型阶数

（即!!"）时，本文方法可以达到修正模型的前
阶特征值与精确值完全一致，见表!#限于篇幅，此
处未列出相应的修正质量与刚度矩阵#

表" 质量与刚度矩阵的修正结果

#$%&’" ()*+,+’*-’./&0.),1$..$2*.0+,,2’..1$0-+3’.

4)3$0+)2
5’*/3’* ($*+,+’*

($.. 60+,,2’.. ($.. 60+,,2’..
7，7 8#79:; :#!:"8 8#":<= !#:>=<

7，" 8#7877 $"#7>97 8#8>:7 $:#;7:<

7，: $8#8""; 8#!=!8 $"98#7"! $:#8=><"

7，= $8#8887 $7#<;!7 $8#7;:= $9#7:99

7，! $8#8"9! 8#!<=! 8#87!7 "#8>79

7，> 8#87>; $8#7987 "98#8;!9 :#8=9>"

"，" 8#798> :#8>:: 8#""8= =#!!8<

"，: $8#887> $7#7"8;$":<#97"8 7#:9>>"

"，= 8#88>7 7#9<7" 8#8>8> >#""":

"，! $8#87;9 $8#;9=; $8#89<" $"#:7>9

"，> 8#87<: $8#79:7 ":<#9!=8 $7#:9<:"

:，: 8#8;88 =#">8>" <#9>="" =#;>"9>""

:，= 8#888= $8#7>=7 "7;#"7"7 7!#87!7"

:，! 8#87>! 8#<!9! 9>#88>: $"#9=>:"

:，> 8#8"8; $=#">88" $<#9>=="$=#;>"9""

=，= 8#8<!; >#99;8 8#:>;9 7<#=<87

=，! $8#889> 8#89!; $8#89!7 $:#7;!:

=，> 8#877" $8#"="8$"7;#799:$7!#87>>"

!，! 8#8;97 =#>8:> 8#7"=; =#9>:;

!，> $8#8797 $8#:7>! $9>#87=: "#9=9""

>，> 8#78"8 =#">8"" <#9>=!" =#;>"9""

?)0’：#@’/2+0),"3)--’.A)2*+2B0).0+,,’2..+.C789?／1，0@’
/2+0),""3)--’.A)2*+2B0).0+,,2’..+.C7877?／1，0@’/2+0),"
3)--’.A)2*+2B0)1$..+.C78!DBE

表: 修正后的结构频率

#$%&’: #@’,-’F/’23+’.),1)*+,+’*.0-/30/-’

G-’F/’23+’.
5’*/3’* 77#>!!，:;#<=<，;"#89=，7"<#!>"，7><#=79，!9:7#"":

H$A’-> 77#:;7，:<#77>，<:#<;9，77;#9==，7:7#!7;，79=#7<=

H$A’-< 77#>79，:<#7=:，<=#<!:，77;#9":，7:"#"7:，7<"#7=!

A-)A).’* 77#>79，:<#7=8，<:#;";，77;#987，7:7#=;>，79=#8<!

IJ$30 77#>79，:<#7=8，<:#;";，77;#987，7:7#=;>，79=#8<!

表= 振型误差

#$%&’= ()*’’--)-.

()*’’--)-.K
()*’ 7 " : = ! >

5’*/3’* 8#7= <#87 "9#8 7<#; ;7#" ="7#!

H$A’-> 8#=: 8#:; 8#89 8#7" :#9" 7"<#"

H$A’-< 8#7" 8#:: 8#"7 8#89 "#>: "<#9

H-)A).’* 8#88 8#88 8#88 8#88 8#88 8#88

表! 修正后的结构频率

#$%&’! #@’,-’F/’23+’.),1)*+,+’*.0-/30/-’（LM）

G-’F/’23+’.
!%:77#>79，:<#7=8，<:#;";，7:=#>"=，79>#8988，!!<>#9;
!%=77#>79，:<#7=8，<:#;";，77;#987，79;#"!!，!!9<#!">
!%!77#>79，:<#7=8，<:#;";，77;#987，7:7#=;>，!!="#89
IJ$3077#>79，:<#7=8，<:#;";，77;#987，7:7#=;>，79=#8<!

! 结论

对于采用有限元建立的模型来讲，通常具有较

大的自由度，需要进行降阶处理以便于随后的动力

分析E本文利用有限元模型的前几阶特征值及相应
的主振型分量对降阶模型进行修正，与迭代N56方
法和变质量迭代算法相比，具有三个优点：7E计算
量大大减小；"E计算结果的精度得到提高；:E可以
修正降阶模型的所有模态；=E通过实例发现本文提
出的算法随着迭代次数的增加，计算结果的精度会

越来越高且趋于稳定E
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