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基于能量法的超声电机压电振子的

耦合动力学模型分析
赵增辉 王育平 袁义坤 赵向东

（山东科技大学理学院，青岛 !&&#%"）

摘要 基于分析动力学的哈密顿原理，采用模态假定将超声电机压电振子复合结构的复杂振动在模态域内

等效成单自由度系统的简单振动；考虑压电陶瓷的压电效应，将压电陶瓷诱发应变的激振力的大小用参数

力系数描述，建立了超声电机压电振子的机电耦合动力学模型，通过实例计算与实验结果对比，验证该模型

是较准确的，可以在超声电机的初步设计阶段替代有限元分析来确定电机的结构及材质参数，并选定合适

的工作频率，从而为超声电机进一步的参数化分析和仿真模型的建立，及结构动力特性优化打下理论基础(
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引言

超声电机（)*+）是一种利用压电陶瓷的逆压

电效应，把电能转化为机械能，并依靠摩擦力来驱

动的新型微小电机(它具有许多普通电磁电机无法

比拟的优点，如低速大转矩、微位移性、高保持力

矩、动态响应快、运行无噪声、不受电磁场影响等，

在精密仪器仪表、航空航天、医疗、机器人等高新技

术领域具有广泛的应用前景(
超声电机技术是一门非常年轻的技术，从发明

到发展，毕竟只有!"年的历史(目前开发出的原型

机普遍存在如下问题：性能不稳、效率低、负载特性

难以预测、尚难以实现精确控制及无法按照性能要

求进行设计等等，离工业产品的标准尚有很大差

距(为了开发设计出高效率、性能好、运转稳定、可

工业化的超声电机产品，进一步挖掘超声电机的潜

力，对超声电机的建模及性能仿真技术进行深入系

统的研究是非常必要的(综合考虑超声电机及其动

力学行为，可发现这是一个机、电、控耦合的复杂的

动力学系统，理论研究的核心就是建立这个系统的

机电耦合动力学模型(复合压电振子是超声电机换

能的核心部件，由压电材料与其它材料（一般为金

属）粘接在一起构成的复合结构，其主要功能是产

生某一特定模态的超声共振(作为能量转换的关键

性部件，研究其机电耦合动力学模型，对提高电机

的性能具有举足轻重的作用(

! 压电振子机电耦合动力学系统的哈密顿

原理

超声电机压电振子在实现从电能到机械能的

转换过程中，内部既有机械能（弹性变形能），同时

又有电能，既是振子（弹性体），又具有电容，是机电

的统一体，而且它所激发的振动为微幅振动，对于

这样 的 体 系 结 构，用 分 析 动 力 学 的 ,-./0123原

理［!］来建立其机电耦合模型会变得简单而有效(
对于超声电机的振动主体压电振子（含压电陶

瓷层）来说，其,-./0123原理形式可写为如下

!!
!!

!%
"4!#!

!!

!%
!$4!%" （%）

其中，"为5-67-368函数，!$ 为非有势力的虚功

之和，两部分的形式如下：对于5-67-368函数，"%

&’(&)#&*+

其中&’、&)、&* 分别为振子体系（含压电陶瓷层）

的动能，体系的势能以及压电陶瓷内存储的电能；

!$ 为定、转子接触界面法向作用力,-. 和切向作

用力,-!在广义坐标上所做虚功之和+

" 压电振子特定工作模态下的振型假定

对于圆板型行波超声电机，振子弯曲振动时

其中性层面的位移可设为：
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其中("+（#，!）为中性层面的振型函数，*（$）

为模态坐标-由于超声电机工作在预先选定的某一

特定模态，故此振子中性层面的工作振型可假定为

已知，这是采用假定振型法进行超声电机建模的一

大优势［$］-一般可设为

("+（#，!）%

! !

! !

.（#）%&’（*!） .（#）’()（*!

!

"

#

$）
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其中*为所用模态阶次-如此假定既符合超声电机

的实际振动型态，又将#，!两个变量分离开来，便

于计 算 处 理-同 时，模 态 坐 标 也 就 只 有 两 个，

即/%#

*（$）%
*"（$）

*#（$

!

"

#

$）
（*）

这样，中性层面的振动方程为

!"!%!

&"!%!

’"!（#，!，$）%.（#）%&’（*!）*"（$）0
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%
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根据,(-%..&//平板理论，可得到振子上任意点的

位移函数为

!"（#，!，1，$）%2"（1）("+（#，!）*（$）%

""+（#，!，1）*（$） （0）

其中""+（#，!，1）为整个定子的振型函数，2"
为仅与1有关的符号运算，在柱坐标系下，应变和

位移的关系为

3（#，!，1，$）%2"+""+（#，!，1）*（$）%
4"+（#，!，1）*（$） （1）

其中，4"+（#，!，1）为应变矩阵，它表示应变向量

与模态坐标间的关系

4"+（#，!，1）%2"+""+（#，!，1） （2）

2"+ 为单纯的符号运算矩阵-

! 基于振型假定的压电振子动力学模型

!-" 压电陶瓷的本构关系与机电耦合效应

采用第二类压电方程［*］来描述压电陶瓷内的

机电耦合效应
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其中，67、37分别为压电陶瓷内的应力和应变

向量，:;7 为压电陶瓷在等电场条件下的刚度矩阵，

;为电场向量，5 为电位移向量，8为压电应力常

数矩阵，#"为恒应变条件下的介电常数矩阵-
旋转行波超声电机采用压电陶瓷<$"的激振

模式，由于只考虑平面内的应力，加之电位移5和

电场强度;只在1方向上不为零，故压电方程可简

化为
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粘于振子定子弹性体上的压电陶瓷环的布局

及极化方式如图"所示，当通以两相电压&=（$），

&>（$）时，压电陶瓷环自由表面（非粘贴面）上的电

势符号函数可定义为

图" 压电陶瓷的极化和配置方式

5(67" 3.89&:;-(<;=(&);)>%&)/(6?-;=(&)’=@:8’

&/9(8<&8:8%=-(%A;=8-(;:
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!!（"）"

!"位于!相正极化区

""位于未极化区或#相极化区

$!"位于!

!
"

# 相负极化区

!#（"）"

!"位于#相正极化区

""位于未极化区或!相极化区

$!"位于#

!
"

# 相负极化区

由此可得压电陶瓷环上的电势函数为

%（"，&）"#’(（"）%（&）"［!!（"） !#（"）］)

%!（&）

%#（&

$

%

&

’）
（!!）

边界条件为

!）粘贴面（接地）：%（*，"，$+"，&）""

#）非 粘 贴 面：%（*，"，$（+",+-），&）"

#’(（"）%（&）

压电陶瓷内的电场只沿厚度方向存在并且

."$/*01%（&）"2(%（&） （!#）

假设电场沿厚度方向为恒定值，则2("!／+-
这样

."2(#’(（"）%（&）"3’4(%（&） （!$）

其中3’4("2(#’(（"）为电压到电场的映射算子5

!"# $%&’%(&)函数的模态参量表述

（!）体系的动能

体系的动能由两部分组成，即振子弹性体的动

能与压电陶瓷的动能之和，即

6’"6’／-,6-"
!
#$’(7’／-89

%
’89’&7,

!
#$-(7-89

%
’89’&7"

!
#
8:%$’(7’／-#
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’4#’4&（ ）78:,

!
#
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%
’4#’4&（ ）78:

令

;’／-"$-(7’／-#
%
’4#’4&7，

;-"$-(7-#
%
’4#’4&7

则

6’"
!
#
8:%;’／-8:,

!
#
8:%;-8:"

!
#
8:%;’8: （!’）

由此式可看出;’";’／-,;-即为振子对应模态

坐标:（&）的模态质量，其中，;’／- 为定子弹性体

的模态质量（不含压电陶瓷层），;- 为压电陶瓷层

的模态质量5
（#）体系的势能

体系的势能由三部分组成，即振子弹性体内的

势能，压电陶瓷体内的纯机械势能及由于机电耦合

产生的势能之和，于是：

7’"7’／-,7--,7-<-"

!
#(7’／-6

%=&7,!#(7-6
%=&7

将弹性体与压电陶瓷的本构关系（(）式以及应变

函数（)）式代入

7’"
!
#(7’／-（>’／-=）%=&7,

!
#(7-（$(

&.,<.=）%=&7"

!
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!
#:

%?-:$
!
#:

%%% （!*）

其 中， 振 子 弹 性 体 的 模 态 刚 度 ?’／- "

(7’／-3
%
’4>’／-3’4&7；压电陶瓷的模态刚度 ?- "

(7-3
%
’4<.3’4&7； 机 电 耦 合 模 态 矩 阵 % "

(7-3
%
’4(&3’4(&7；令 整 个 定 子 的 模 态 刚 度 ?’ "

?’／-,?-；于是，体系的总势能为

7’"
!
#:

%?’:$
!
#:
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（$）压电陶瓷内存储的电能

压电陶瓷内的总电能也有两部分组成，即压电

陶瓷内的纯电能和由机电耦合产生的电能之和，将

压电陶瓷的本构关系代入

.("
!
#(7-.

%@&7"!#(7-.
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!
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其中，模态电容"#&!’#(
#
)*+",()*+%’

（&）’()*(+),函数的变分形式

将以上分析得到的体系动能、势能以及压电陶

瓷内的电能带入拉格朗日函数

-&!"
.%#/).%0

!
"
.%#1)%$

!
"%

#!!$

!
"!

#"#!$
!
"!

#!%
由于

!#!%&%#!!
于是

-&!"
.%#/).%0

!
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#1)%$
!
"%

#!!$

!
"!

#"#!$
!
"!

#!%
对’()*(+),函数取变分得到

#-&.%#/)#.%0#%#1)%$#%#!!$

%#!#!$!#"##!
由于

.%#/)#.%&#%#1).%&
%
%2

（#%#/).%）0

%#/)3%
所以，最后得到’()*(+),的变分形式

#-& %%2
（#%#/).%）0#%#/)3%0#%#1)%$

%#!#!$!#"##!&
%
%2

（#%#/).%）0

#%#（/)3%$1)%0!!）$（%#!$

!#"#）#! （!-）

!4! 定子所受模态力的虚功

定子所受模态力所做的虚功主要有三部分组

成，即定／转子接触界面的模态力与电极面的电荷

.所作的虚功之和4作用在超声电机压电振子上的

模态力主要有两部分包括定／转子接触界面法向

作用力（即预压力）567 和切向作用力562（即摩擦

力）［/］4
设对应定子模态坐标%（2）的法向模态力为

567，切向模态力为562，则其作功的功率为

86&867$862&5#67.%$5#62.%&!96:
（0#6.;)）%9$!96（0$6.!)）%9 （!0）

其中#6、$6分别为接触界面上的正应力（压应

力）和剪应力4故得定／转子接触界面法向作用力

567 和切向作用力562分别为

567（#6）&0!96%
#
);#6%9

562（$6）&0!96（%
#
)!0

<6
=
"%#);
"&

）$6%9 （"1）

于是非有势力所作的虚功之和为

#> &#%#567$#%#5620?2#! （"!）

!4" 复合压电振子的机电耦合动力学方程

将以上推导得到的’()*(+),函数以及非有势

力所作的虚功代入（!）式，整理后得到

!
2"

2!

%
%2

（#%#/).%）0#%#（/)3%$1)%0!!［ 0

5)6705)62）$（%#!$!#"#0

?2）# ］!%2&1 （""）

由于#@和#!是相互独立的，由变分的性质要满足

上式须有

/)3%$").%$1)%&!!）$567$562

!#%$"#!&? （"/）

式（"/）标明压电振子在利用逆压电效应的同

时，还存在压电效应，既是制动器，又是传感器［2］，

这样就将压电振子这样一个复杂的连续质量系统

的振动在模态域内简化为单自由度振动，通过模态

质量、模态刚度、力系数等的计算，将压电陶瓷诱发

应变的激振效果等效成单自由度弹簧A质量系统

在外力作用下的强迫振动，可以方便的计算出固有

频率，便于进行动态特性和仿真分析4

" 压电振子频率计算的实验验证

我们以日本新生公司出品的!31型行波超声

电机压电振子为例对模型进行验证，振子的部分材

质参数见表!4
通过对动力学方程（"/）中模态参数的计算，

有限元软件(+454模态分析（考虑压电效应）和扫频

实验得到了61+阶弯曲振动的固有频率，相关的结

果比较见图"7
由本文计算结果与实验结果以及商业化有限

元分析软件89:;:的计算结果的对比可看出，本
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文的计算结果还是较为准确的!

表" !#$电机压电振子的材质参数

%&’()" *&+),-&(.&,&/)+),012+3),)014&+1,12!#$+5.)/1+1,

*&+),-&(.&,&/)+),0 6(&0+-70+&+1,（’,148)） 9:%;<
6(&0+-7/1=>()06 ""?@9& &4-01+,1.-7
A)40-+5" BC#$DE／/F C#$$DE／/F

9&,&/)+),/&+,-G)012.-)81)()7+,-7
/&+),-&(

［!］H

$ $ I<!"
$ $ I<!"
$ $ "<!"
$ $ $
$ "$!J $

!

"

#

$"$!J $ $

"／#? ［$］H

"F!? C!" C!F $ $ $
"F!? C!F $ $ $

""!J $ $ $
F $ $
?# $

!

"

#

$?#

K"$"$9&

［"］H
C!"?< $ $
$ C!"?< $［ ］
$ $ J!B<"

K"$ILM／/

图? !#$超声电机的各阶固有频率

M-E!? N&,-1>0-43),)4+2,)O>)47-)012!#$+5.)/1+1,

! 结论

超声电机的压电振子结构设计实际上是一个

结构动力特性优化的问题，是相对于动力学特性分

析的反问题或称为逆问题，即由给定的频率、振型

要求来决定结构参数!有限元法的优点在于能适应

较为复杂的情况，包括压电振子所受的力和约束的

边界条件，结构阻尼和不同材料、复杂形状组成的

结构等，但是在作结构优化时，单纯使用有限元法

进行试凑的办法则费时费力，不适于做参数分析!
本文方法特别适用于进行参数分析，研究当某一参

数（如模态阶次、压电振子材质及某些几何尺寸、压

电陶瓷参数等等）变化时，振子的动态特性随之变

化的情况及敏感程度!尤其在超声电机的初步设计

阶段可替代有限元分析来确定电机的结构及材质

参数，并选定合适的工作频率!而且大大节约了时

间，对压电陶瓷激振响应时表现出的时间上的优势

更加明显!
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