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非经典阻尼系统的精确解"
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摘要 提出了一种求解非经典阻尼系统的通用的解析方法，分别给出了多自由度非比例阻尼系统的自由振

动和强迫振动的实数解的表达式)自由振动归结为求解一个线性代数方程组，把系统分为亚临界阻尼情

况、退化阻尼情况和部分退化阻尼情况分别进行了讨论)对于强迫振动，研究了系统的稳态解和瞬态解，求

解过程也归结为求解代数方程组)在几个算例中，把得到的精确解和数值计算结果进行了比较，两者吻合得

很好)该方法为非比例阻尼系统的求解提供了一条有效的途径)
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引言

在许多线性动力学模型分析中，例如高层建

筑、桥梁以及机械振动系统，都归结为一个多自由

度的系统的振动问题)阻尼使系统的能量耗散，线

性振动系统常采用粘性阻尼理论，即假设阻尼力与

速度的大小成正比 方向相反)多自由度非比例阻

尼系统自由振动方程可以写为

!"#!$%#!&#"! （%）

初始条件为

#（!）"#"，%#（!）"%#" （!）

这里!、$和&分别是系统的#$#阶质量、非比

例阻尼和刚度矩阵%一般地，它们是对称正定的%#
是动力系统响应的#$%列矢量%

在方程（%）中，阻尼矩阵可以分为如下三种形

式［%］：! 忽略阻尼，即$ "!；" 经典阻尼情形：

$!&%’"&!&%$；# 以及不能满足上面两种情

况的非比例阻尼系统%而通常我们所说的比例阻尼

定义为$"(!!)&，这里(，)是实常数，此时的

阻尼$是经典阻尼的一种特殊情况%无阻尼或经

典阻尼的多自由度线性系统，即满足上面所说的前

两种情况的多自由度系统，总可以通过实模态分

析，将系统的响应问题化为#个独立的单自由度系

统的实模态响应问题，从而使问题大为简化了%但

是，有很多实际的动力系统或结构并不满足经典阻

尼的情形，例如消能减震结构和传统抗震结构相

比，主要区别在于加大了阻尼比，附加阻尼器往往

引发非比例阻尼问题%事实 上，比 例 阻 尼（又 叫

-./01234阻尼）也是为了计算方便，人为地将非比

例阻尼在数学上进行近似%严格地说，并不存在真

正的比例阻尼系统［!］%对于非比例阻尼系统，许多

文献［’!+］中都采用复模态理论求解%
像实模态理论分析多自由系统一样［(，,］，这里

也引进正则变换

#"’( （’）

这里’是正则变换矩阵，可以由无阻尼自由振动方

程得到［’］%将式（’）代入方程组（%）和初始条件

（!），并在方程组（%）的两边同时左乘矩阵，可得

"(!)$%(!)&("! （*）

以及变换后的初始条件

(（!）"’&%#（!），%(（!）"’&%%#（!） （&）

其中

)$"’5$’，)& "’5&’"
*+(,（-% -! ⋯ -#） （#）

右上标&%和5分别表示矩阵的逆和矩阵的转置%这
里刚度矩阵)& 是对角矩阵%对于非经典阻尼系统

而言，阻尼矩阵)$ 不是对角矩阵%因此方程组（*）

仍然耦合，不能化为#个单自由度方程从而分别求

解%下面我们讨论“标准”方程（*）在初始条件（&）

作用下的自由振动问题%

" 自由振动理论分析

假设方程（*）的解［*］有如下的形式
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!!!!"#（!"） （$）

其中

! !［!% !& ⋯ !#］’ （(）

!和!分别是系统的特征根和特征矢量，它们一般

是复数$
将式（$）代入方程（)），得

（!&"%!#$%#%）! !! （*）

"是单位矩阵$要保证系统存在非零解，则! 的系

数行列式必须等于零，则

&!&"%!#$%#%&!+ （%+）

在式（*）中，对于不同的特征根!’，有不同的复模

态!（’），可以写为

（!&’"%!’#$%#%）!（’）!! （%%）

方程（)）的最终解析表达式为

(’!"
（%）
’ !"#（!%"）%"（&）

’ !"#（!&"）%⋯%

"（&#）
’ !"#（!&#"），（’!%，&，,，⋯，#）（%&）

其中"（%）
’ ，"（&）

’ ，⋯，"（&#）
’ 一般是复数，其具体数值依

赖于式（%%）和初始条件（-）$因为系数是复数，求解

比较麻烦，因此，下面把求解过程化为实数计算$
对于系统的参数都是实数的情况，若是出现复

的特征根，则一定是成对共轭出现$假设有)（%!
) !#）对共轭特征根

!’!#’%&$’，!’%) !#’*&$’，

（’!%，&，,，⋯，)） （%,）

&! *" %，是虚数单位$而另外还有（&#*&)）个

实特征根$由于复特征根成对的出现，则相对应的

复模态也是成对共轭的出现，假设

!（’）!’
（’）

& %&(
（’）

&
，

!（’%)）!’
（’）

& *&(
（’）

&
，

（’!%，&，,，⋯，)） （%)）

将式（%,）和（%)）代入到解的表达式（%&），经过整

理可得

(’!!"#（#%"）（+（%）
’ ./0$%"*,

（%）
’ 012$%"）%

!"#（#&"）（+（&）
’./0$&"*,

（&）
’012$&"）%⋯%

!"#（#)"）（+（)）
’ ./0$)"*,

（)）
’ 012$)"）%

"（&)%%）
’ !"#（!&)%%"）%"（&)%&）

’ -

!"#（!&)%&"）%⋯%"（&#）
’ !"#（!&#（"），

（’!%，&，,，⋯，#） （%-）

这里(’的表达式是实的解析表达式，从而，得到了

方程组（)）的解，再由方程（,），可以得到原始系统

（%）的解析解$
为了下面书写方便，将解的表达式（%-）写为

矩阵的形式

!!)"**#%+$ （%3）

其中

)!

+（%）
% +（&）

% +（)）
%

+（%）
& +（&）

& ⋯ +（)）
&

+（%）
# +（&）

# ⋯ +（)）

#

$

%

&#

，

*!

,（%）
% ,（&）

% ,（)）
%

,（%）
& ,（&）

& ⋯ ,（)）
&

,（%）
# ,（&）

# ⋯ ,（)）

#

$

%

&#

（%$）

+ !［!（&)%%），!（&)%&），⋯，!（&)）］!

"（&)%%）
% "（&)%&）

% "（&#）
%

"（&)%%）
& "（&)%&）

& ⋯ "（&#）
&

"（&)%%）
# "（&)%&）

# ⋯ "（&#）

#

$

%

&#

（%(）

"!［!"#（#%"）./0$%" !"#（#&"）./0$&" ⋯

!"#（#)"）./0$)"］’ （%*）

#!［!"#（#%"）012$%" !"#（#&"）012$&" ⋯

!"#（#)"）012$)"］’ （&+）

$!［!"#（!&)%%"）!"#（!&)%&"） ⋯

!"#（!&#"）］’ （&%）

由于每个解(’的表达式中有&#个未知数，则

#个解中有&#-#个未知数$它们依赖于初始条件

（-）和式（%%）$由于未知数很多，不便于求解，我们

可以先由式（%%）得到各个相关系数的比值，然后

就只有&#个未知量了，再由初始条件（-）确定$
为了避免混淆，重写式（%%）为

（!&’"%!’#$%#%）%（’）!! （&&）

这里再假设

%（’）!,（’）%&-（’），%（’%)）!,（’）*&-（’），

（’!%，&，,，⋯，)） （&,）

将式（%,）和（&,）代入方程（&&），并令其实部和虚

部分别等于零，得

.（’）,（’）*/（’）-（’）!!

/（’）,（’）%.（’）-（’）!
’
(

) !
（&)）

其中

.（’）!（#&’*$&’）"%#’$%%，
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!（!）"（!!!"!）"#"!#，

（!""，!，#，⋯，$） （!$）

式（!%）中两式合并为矩阵形式为

$（!） %!（!）

!（!） $（!

!

"

#

$）

%（!）

&（!
%
&

’
(
)

*）
"! （!&）

由于代数方程组（!&）中有两个式子是不独立的，

不能求出方程组（!&）的具体解，若令

&（!）
" "’（!）

" "" （!’）

则方程组（!&）就变为（!(%!）阶线性代数方程组，

可以得到其它的&（!）
) ，’（!）

) ，（)"!，#，%，⋯，!(）*
对于每一对特征根#!，#!#$（!""，!，⋯，$）总可

以可以求出一对特征矢量%（!），&（!）*组合这些特征

矢量可以得到如下(+$ 阶矩阵

’"［%（"） %（!） ⋯ %（$）］，

,"［&（"） &（!） ⋯ &（$）］ （!(）

对于实的特征根#!，（!"!$#"，!$#!，⋯，

!(），直接由（!!）式求出特征矢量!（!）*则可以得

到(+（!(%!$）阶矩阵

("［!（!$#"） !（!$#!） ⋯ !（!(）］（!)）

对于解（"&），利用初始条件（$）可得

)#* "+（!）

)"%,##*-$".+（!
%
&
’ ）

（#*）

定义

""［!" !! ⋯ !$］+，

#"［"" "! ⋯ "$］+ （#"）

-$"［#!$#" #!$#! ⋯ #!(］+ （#!）

在方程（#*）中，有如下关系式

)"/"0"#/!0!
,"%/!0"#/"0!
* "(0

%
&

’ #

（##）

这里规定

/""’#1，/!"’%1，/#"( （#%）

%""［-（"）
" -（!）

" ⋯ -（$）
" ］+

%!"［.（"）
" .（!）

" ⋯ .（$）
" ］+

%#"［$（!$#"）
" $（!$#!）

" ⋯ $（!(）
" ］+（#$）

由（#%）和（#$）可知，/"，/!是有复特征根对应的

特征向量的实数部分和虚数部分合成的，而/#是

实特征根对应的特征向量组成的矩阵*%"，%! 和

%#解/"中待求的相关系数*这样做的目的是把所

有解/!，（!""，!，⋯，!(）中的待定系数都用%"，

%!和%#来表示，就可以根据初始条件确定和，那

么所有的解都将得到*
将式（##）代入方程组（#*），可得

0" 0! 0#
10"#+0! 10!%+0" 10

!

"

#

$#

0"
0!
0

!

"

#

$#

"
+（!）

.+（!
［ ］

）

（#&）

这里

-/!"［!"/
（"）
! !!/

（!）
! ⋯ !$/

（$）
! ］，

+/!"［""/
（"）
! "!/

（!）
! ⋯ "$/

（$）
! ］，

（!""，!，）

-/#"［#!$#"/
（"） #!$#!/

（!） ⋯

#!(/
（!(%!$）］

方程（#&）可以简记为

/%"2 （#’）

其中

/
0" 0! 0#

10"#+0! 10!%+0" 10

!

"

#

$#
（#(）

%"［0" 0! 0#］+，

2"［+（!）.+（!）］+ （#)）

求解方程（%）在初始条件（$）下的解，就归结为求

解一个线性代数方程组（#’）的解*得出%，就可以

通过（##）得到)，,，**代入解的表达式（"&），从

而得到方程（%）的实解析解*再由变换式（#）得到

原系统（"）的解析解*这种求解过程非常简单，在

组成矩阵/时，以及求解方程组（#’）都可以借助

计算机完成*
根据动力系统特征根的不同［%］，可以把系统

分为：亚临界阻尼系统、退化系统和部分退化系统*
下面分别进行讨论：

! 亚临界阻尼情况

此时，系统的特征根全部是复根，即$ "(，

此时系统（$）的解简化为

+")%%,&
这时，系统有(个振动频率*系统作衰减振动，直至

停止运动*
" 退化阻尼情况

系统的特征根不是复数，全部是负实数，即$
"*，此时系统的解简化为

+"*’
这种情况，系统没有振动频率，作指数衰减直至停
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止!
! 部分退化情况

系统的特征根有实数根，也有虚数根，即!!
" !#，解的形式是式子（!"）!

若"$##%!，这时有两个负实数根，称为一

个自由度退化情况；

" $##%#，这时有两个负实数根，称为二个

自由度退化情况；

" $##%&，这时有个负实数根，称为个自由

度退化情况；

其它依次类推!这时，系统有" 个振动频率!
系统仍做振幅衰减的振动，只是振动频率的个数少

于系统自由度的个数!

! 自由振动算例

算例" 作为第一个例子，研究最简单的非比

例阻尼系统，即只有两个自由度的非比例阻尼系统

的自由振动，其控制方程如下

"! $

$ "

"

#

$

%#
!"’

(!’(# %(#
%(# (#’(

"

#

$

%%
#"’

)!’)# %)#
%)# )#’)

"

#

$

%%
"$# （&$）

以及初始条件

"（#）$｛! $｝’，#"（#）$｛$ !｝’

" 若取质量系数"!$#，"#$%，阻尼系数

(!$$!#，(#$$!%，(%$$!%，以及刚度系数)!$

(，)#$)，)%$)，可以求得系统的特征根为

!!，%$%$!!)#*!(*%!$%***+$"!*#!+

!#，&$%$!$+#$(#*!!)$$&%+$"#*##+
（&!）

用本文的方法得到的解析表达式为

,!$,-.（"!-）（$!)!(&"+/01#!-%

$!!%$")"123#!-）’
,-.（"#-）（$!#(!+%+/01##-’

$!%!+%$!123##-）

,#$,-.（"!-）（$!%"##*"/01#!-’

$!$)()$"!123#!-）’
,-.（"#-）（$!%"##*"/01##-’

$!&#!"%!123##-） （&#）

这里"!，#!，"#，##的具体数值见式（&!），此时系统

有两个振动频率，作振幅衰减的自由振动，直至停

止运动!精确解（&#）和数值结果（用龙格 — 库塔法

得到）比较如图!!

（4） ,!%-

（5） ,#%-

图! 精确解和数值解的比较（曲线为精确解；间断点是数值解）

6278! ’9,/0:.4;21030<=9,,-4/=10>?=20343@3?:,;2/4>10>?=203

（’9,/?;A,21=9,10>?=203；=9,@0=213?:,;2/4>10>?=203）

由图!可知，本文的结果和数值解完全吻合，

从而可知理论分析正确!
# 若取质量系数"!$#，"#$#，阻尼系数

(!$!!+，(#$!!+，(%$+，以及刚度系数)!$!，

)#$#，)%$%，系统的特征根为

!!，#$%$!"($"*)*$!)+%$#"+$"!*#!+，

!%$.#!!&%+!，!&$%!!#&+$(
在这种情况下，系统的解为

,!$,-.（"!-）（$!((!"#%/01#!-’

!!!$)"(123#!-）’$!$*"%*+(,-.（!%-）’
$!$#!*(!!,-.（!&-）

,#$,-.（"!-）（$!$"%*()+/01#!-’

$!)%+$%&123#!-）%$!&+")((,-.（!%-）’
$!%*#($,-.（!&-）

这时，系统的振动频率只有一个，振动频率少于自

由度的个数，是部分退化的情况，系统作一个振动

频率的衰减振动，位移时间响应曲线见图#!
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（!） !""#

（#） !$"#

图$ 精确解和数值解的比较（曲线为精确解；间断点是数值解）

%&’($ )*+,-./!0&1-2-34*++5!,41-674&-2!2827.+0&,!61-674&-2

（)*+,709+&14*+1-674&-2；4*+8-4&127.+0&,!61-674&-2）

! 若取质量系数$"%"，$$%$，阻尼系数

&"%$，&$%$，&:%;’;，以及刚度系数("%"，($
%$，(:%:，同样的方法得到系统的特征根为

!"%"<’:$=<>，!$%""’>;""?，

!:%""’@，!<%"@’?>=:?>
这时非比例阻尼系统的解为

!"%@’@;"=A@$+5/（!"#）""’<?<>=+5/（!$#）)

"’;+5/（!:#）)@’=$$?@=+5/（!<#）

!$%"@’@:<;;$A+5/（!"#）"

@’==<;;>+5/（!$#）)

$’=:@==*"@""<+5/（!:#）)
"’@$=""+5/（!<#）

可发现特征根都是负实数，系统的运动不具有振动

的特性，系统作衰减运动到静止’此时系统的位移

时间响应曲线为图:’
上面分析了一个两自由度非比例阻尼系统的

自由振动问题，分别讨论了两自由度系统所能出现

的所有的三种情况：两对共轭复数特征根，两个负

实数根和一对共轭复数根，四个负实数根的情况’
理论分析所得到的结果和数值解完全吻合’

（!） !""#

（#） !$"#

图: 精确解和数值解的比较（曲线为精确解；间断点是数值解）

%&’(: )*+,-./!0&1-2-34*++5!,41-674&-2!2827.+0&,!61-674&-2

（)*+,709+&14*+1-674&-2；4*+8-4&127.+0&,!61-674&-2）

! 强迫振动理论分析

!’" 求非比例阻尼系统的稳态解

对于多自由度系统的强迫振动，其控制方程为

如下的形式

!"#)$%#)&#%’ （<:）

这里’是受迫力列矢量，只考虑简谐激励，不妨设为

’%’@+5/（+"#） （<<）

"是激励频率，激励向量’的实部和虚部分别代表

余弦和正弦激励’
经过正则变换（:）变换后，方程（<:）变为

"())$%())&(%)’ （<;）

变换后的阻尼矩阵)$和刚度矩阵)&还是（>）式，而

受迫力矢量变为

)’%*)’ （<>）

方程（<;）的瞬态解可以看作三部分：一是由

初始条件引起的自由振动；二是强迫激励引起的自

由振动；三是由强迫激励引起的稳态振动’第一部

分自由振动的解我们已经在前面求出了，就是式

（">）’现在再考虑方程（<;）的稳态解：
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先考虑余弦激励，即假设

!!!!"#$!" （%&）

相应的（%’）式变为

"!!#(!!"#$!"!"!!"#$!" （%)）

则系统的稳态解可以表示为

!$!%"#$!"#&$*+!" （%,）

将式（%)）和（%,）代入方程（%-），得

$!.’（%"#$!"#&$*+!"）#!"(（$%$*+!"#
&"#$!"）#")（%"#$!"#&$*+!"）!"!!"#$!"（-!）

令方程两边余弦和正弦的系数相等，可得

（$!.’#")）%#!"(&!"!!

$!"(%#（$!.’#")）&!
"
#

$ !
（-/）

把上式改写为矩阵形式

（$!.’#")） !"(

$!"( （$!.’#")

%

&

’

(）
%［ ］
"
!
"!!［ ］
!

（-.）

求解上面的.%维线性代数方程组，就可以求出矢

量%和&，从而得到了稳态解（%,）的具体解析表达

式&
#&$ 求系统的瞬态解

系统方程（%-）的通解为自由振动和稳态解的

叠加，利用（/’）和（%,），解的形式可以表示为

$!*!$+"#,##%"#$!"#&$*+!"
（-0）

利用初始条件（-），可得

*#,#%!$（!）

*$$+%#,"&#!&!-$（!
"
#
$ ）

（-%）

利用式（0-），相应的式（0&）变为

.!!/$"/ （--）

这里定义

"/!
%
!

［ ］
&

（-’）

所以求解方程（%-）自由振动的解就归结于求代数

方程组（--）的解&式（--）中的矢量/是由初始条

件对自由振动部分的影响；矢量"/是强迫激励对自

由振动部分的影响，它调整了自由振动解的系数&
同理，对于正弦激励，令

!!!!$*+!" （-&）

求解过程和上面的相同，只是方程组（-.）修改为

$’.（’#")） ’"(

$’"( $’.（’#)

%

&

’

(）
%［ ］
&
!
!

!
［ ］

!

（-)）

其它的求解方程和表达式保持不变&
在这一部分理论分析中，分别求得了强迫振动

系统的稳态解和瞬态解，求解过程也是归结为求代

数方程组（-.）和（--）&

% 强迫振动算例

算例$ 在方程组（%!）中，若有激励力对系统

作用，则相应的控制方程改写为

’/ !

! ’

%

&

’

(.
01#

(/#(. $(.
$(. (.#(

%

&

’

(0
-1#

)#). $).
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’

(0
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*/
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%

&

’

(.
$*+!"（-,）

初始条件不变，取质量，阻尼，以及刚度系数还是算

例/中的第 ! 种情况，而激励力的幅值和频率为

*/!.，*.!!，!!/。因为系统自由运动的参数没

有改变，此时系统的特征根还是式（%.），所以用本

文的方法得到的解为

+/!123（"/"）（!&&..’%0"#$#/"$

!&/-,!00$*+#/"）#
123（"."）（!&.)&..,"#$#."#

!&..,./’$*+#."）$!&!!,)&/%."#$"#
!&..00’!,$*+"

+.!123（"/"）（$!&0’0,.&"#$#/"#

!&!,0/’&/$*+#/"）#
123（"."）（!&0&/,0&"#$#."#

!&0!)-)/$*+#."）$!&!!)!/!.-"#$"#
!&/%)%,.$*+" （’!）

解（’!）和自由振动的解（%0）比较，多了稳态振动

部分，并且自由振动部分的解也发生了变化，原因

是强迫振动也引起了自由振动。方程（-,）的位移

响应曲线见图%，系统最终将做稳态振动见图-。

（4） +/$"
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（!） !""#

图# 方程（$%）瞬态响应曲线

&’()# *+,-./01’,0-.,120/03,34.5,26-+,,74/-’20（$%）

（/） !8"#

（!） !""#

图$ 方程（$%）稳态响应曲线

&’()$ *+,1-,/9:;1-/-,.,120/03,34.5,26-+,,74/-’20（$%）

算例! 作为第三个算例，考虑一个8<自由度

的非比例阻尼系统强迫振动的例子$其控制方程仍

为方程（#=），其中的质量，阻尼，刚度矩阵如下

! %［&’(］，"%［)’(］，#%［*’(］ （>8）

其中

&’(%
=，’%(
<，’!
"
#
$ (

，

*’，’+8%"<$=，（’，8，"，⋯，%）

)’’%<$>，（’%8，"，⋯，8<）

*’，’"8%"<$=，（’%"，=，⋯，8<

"
#

$ ）

，

)’，’+8%"#，（’%8，"，⋯，%）

)’’%?，（’%8，"，⋯，8<）

)’，’"8%"#，（’%"，=，⋯，8<

"
#

$ ）

对于上面没有注明的系数为零$以及激励力为

,’%
8<，’%8
<，（’%"，=，⋯，8<
"
#
$ ）

和激励频率!%=

（>"）

若初始条件取为

!8（<）%8，-!8（<），!’（<）%-!’（<）%<，（’%
（"，=，⋯，8<） （>=）

用本文的方法得到的解见图>，限于篇幅，这里只

给出了!8和!8<时间响应曲线$系统开始做振幅衰

减振动，最终自由振动消失，只有稳态振动见图>
中的（3）和（9）)

!8"#

（/） 瞬态响应曲线

（/） *+,-./01’,0-.,120/03,34.5,

!8<"#

（!） 瞬态响应曲线

（!） *+,-./01’,0-.,120/03,34.5,
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!!"#

（"） 稳态响应曲线

（"） #$%&’%()*+&’(’%,%&-.(."%"/,0%

!!1"#

（)） 稳态响应曲线

（)） #$%&’%()*+&’(’%,%&-.(."%"/,0%

图2 !1个自由度系统（算例3）的部分位移时间响应曲线

45672 #$%8(,’)5&89("%:%.’+’5:%,%&-.(."%"/,0%&-;

’$%&*&’%:&<5’$!1)%6,%%&-;;,%%)-:（=>(:89%3）

! 结论

在复数模态的基础上，提出了一种求解多自由

度非比例阻尼系统的通用方法，计算过程中没有涉

及复数，求解过程可完全借助计算机完成，给出了

非比例阻尼系统自由振动、稳态振动和瞬态振动的

求解公式7稳态振动的求解可以直接由对应的线性

代数方程组求得，不要利用复模态理论7得到的解

析解类似于比例阻尼系统的解析解的形式，只不过

各个“模态”并不互相对立7考虑到系统可能出现实

数特征根，像分析单自由度阻尼振动系统一样，分

析了非比例阻尼的退化和部分退化的情况，并给出

了这些情况下系统的解析解7通过几个数值例子，

把得到的解析解和数值解进行了比较，两者完全吻

合，验证了该方法的正确性7该方法为非比例阻尼

系统的求解提供了一条有效的途径7
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