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摘要 引入了分数阶微积分理论及其在控制和混沌系统研究中的应用(基于此种理论，针对参数未知的

,-./01系统利用234567/8890:的方法，设计出了作用在第三个状态上的分数阶控制器，此种控制算法能够

避免奇异点出现并且使得整个闭环系统稳定(它还可以通过分数阶阶次的选择得到不同的控制效果来满足

控制工程中的各种需要(仿真试验验证了此算法的有效性(

关键词 分数维微积分，自适应234567/8890:控制，,-./01系统

引言

近年来，混沌系统控制研究在非线性动力系

统学中是一个十分活跃的 领 域，特 别 是 著 名 的

,-./01系 统 的 控 制 得 到 更 多 的 重 视(,;4/和

</.0/=/1利用最优控制的方法研究了,-./01系统

的可控性［%］；>;66/??利用启发式的方法，得到一

个切换控制律，控制,-./01系统达到稳定状态［!］；

@/3.和ABC/D利用多层前馈神经网络方法得到了

次最优控制［)］；陈保颖等通过引入一待定控制项，

将两系统的混沌同步问题转化为讨论与其对应的

线性系统的零解渐近稳定性问题，有效的实现了

两个混沌系统的同步［+］；E;B和F;0:利用微分几

何知识，得到了一个控制,-./01系统的有效的方

法，该方法不仅能控制混沌运动达到稳定状态，而

且还能使状态到达任意的周期轨道［#］(
分数 阶 微 积 分（E.3479-03?G3?4;?;6，简 记 为

EG）的研究已有很长的历史，近年来已经在物理学

和控制科学中得到越来越多的应用［&］(特别是最

近几年，EG在混沌和控制科学中应用研究成为的

一个新的热点问题：文献［*］利用EG来研究系统

的鲁棒性；文献［&］（GB387/.H），推广了传统的控

制，提出了!"!#" 控制器；文献［’］，利用EG来设

计I>AG(本文把,-.01系统的参数变化量看作

是分数维的时变量，设计出了一种分数维积分型

,J38;0-=函数，得到了稳定的镇定方法(此种方

法通过参数的选择，可以得到不同的控制效果来

满足各种控制工程的需要(仿真实验验证了这一

方法的有效性(

! "#的数学基础

分数维微积分有两种常用的定义［&］，即>9/$
C300$,9-;=9??/（>$,）定义（%’+"年）和G38;7-定义

（%H*"年），在纯数学领域中多用 >$,定义(G3$

8;7-定义有传统的易于物理上实现和解释的初始

条件，并且对常数的微分为"，所以在实际的应用

中多用G38;7-定义(本文采用G38;7-定义(
定义! 一元函数$（%）的#阶积分定义为［&］：

&#’#%$（%）( %
$（#）#

%

"
（%’)）#’%$（)）D)，

（%$&，#$"）

其中，&，%分别为积分的下限和上限，$（%）为被积

函数，#为积分次数，$（#）是欧拉$函数*
分数维微分是利用分数维积分来定义的，其

定义如下：

定义$ 一元函数$（%）的#阶维微分定义

为［&］：

&##%$（%）(&#’
（+’#）
% &#+%$（%）(

%
$（+’#）#
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$+（)）
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其中+’%%#&+，+ ’-*
定义% 一元函数$（%）分数维微积分&##%$（%）

的拉普拉斯变换定义为［&］：

.（/）(#
,K

"
0’/%&##%$（%）D%(
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其中!"（!）&!［’（(）］，!为任意实数)
当初始条件为!时，有

!［*+!(’（(）］&!!!"（!）

! 分数阶的自适应控制器的设计

考察#$%&’(系统

,-"&."-)#."-"
,-)&#-"-*/.)-"#-)
,-*&-"-)#.*-*/0 （"）

其中-"、-)和-*表示系统的状态，."、.)和

.*是未知正参数，!是加在第三个方程上的控制

量)本文把系统的未知参数的误差看作是可用简

单分数阶微分方程描述的具有分数阶变化律的时

变量，利用+,-./0&112’3的方法设计出了一类新的

分数维的控制器，作用在第 三 个 方 程 上 来 控 制

#$%&’(系统)
分三步来设计分数维的控制器)
第一步 定义1"&-"，它的一阶微分为

,1"&,-"&."-)#."-"&

."1)/."""#."-" （)）

这里，1)&-)#""，""是后面将要被定义虚拟的控

制量)选辅助的#4,15’$6函数

2"&
"
)1

)
" （*）

它的一阶微分为

,2"&1",1"&1"（."-)#.-"）&

."1"1)/1"."（""#-"） （7）

注意到."#!且-"&1"，选

""&#3!1"，3!##" （8）

将式（8）代入式（7）得

,2"&#3"1)"/."1"1)，

3"&3!."/."#! （9）

将式（8）代入式（)）得

,1"&#3"1"/."1) （:）

第二步 对1)求一阶导数得

,1)&,-)#,""&#-"-*#-)/.)-"/

3!（."-)#."-"）&#-"1*#

-"")/4.)-"#3!4."-"#
（"#3!4."）""#（"#3!."）1)5

（4.)#.)）-"/3!（4."#."）-"#

3!（4."#."）"" （;）

这里，1*&-*#")，")是待定的虚拟的控制

量)利用") 去稳定由式（:）、（;）定义的子系统

（1"，1)），在这里，假设#$%&’(系统的可调参数误

差的 辨 识 模 型 是 分 数 维 的，不 妨 设4.6 #.6
&!+!6#"( $.6)选辅助的#4,15’$6函数

2)&2"/
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对2)求一阶导数得

,2)&#3"1)"/."1"1)/1)［#-"1*#-"")/
4.)-"#3!4."-"#（"#3!4."）""#
（"#3!."）1)］/!+!"#"( （$."）##"8
［!+!"(（$."）/#（3!-"#3!""）1)］/

!+!)#"( （$.)）##"［!+!)(（$.)）##-"1)］（"!）

选择控制律

!+!"(（$."）&##（3!-"#3!""）1)

!+!)(（$.)）&#-"1)
将!"&53!1"和1"&-"代入式（"!）得

,2)&#3"1)"#-"1)1*/1)［-"（."/4."/
4.)/3!（"#4."#3!4."））#

-"")#（"#3!."）1)］ （""）

式（""）又可以表示为

,2)&#3"1))#-"1)1*/1)-"［（."/
4."/4.)#3!4."/（"#

3!4."）3!#")］#（"#3!."）1)) （")）

选

")&."/4."/4.)#3!4."/（"#3!4."）3!
（"*）

将式（"*）代入式（")）得

,2)&#3"1)"#3)1))#-"1)1* （"7）

其中3)&"#3!.")
将式（"*）代入式（;），得到式（;）的闭环形式

,1)&#-"1*#."-"#4."-"#（"#

3!."）1)#（4.)#.)）-"/3!（4."#

."）-"#3!（4."#."）"" （"8）

第三步 1*的一阶微分为

1*&,-*#,")&0/-"-)#.*-*#
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利用控制量%去控制由式（$）、（"%）、（"#）组成的

子系统（&"，&!，&&）’选择
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对式（"$）的两边求一阶导数得
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选择控制律

’,"&-""&)##/&&& （")）

为了保证整个系统的稳定性，选择控制

%)#.&&&*/"&!#/"/!*!"&/&*
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!!!
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将式（!’）代入式（"(）得

$(&)#."&!!#.!&!!#.&&&& （!"）

由于$(&是负定的，由*+,+--./012345+6+定理

［)］知：子系统（&"，&!，&&）在平衡点（’，’，’）是全

局渐近稳定的，且!""（-），!"!（-），!"&（-）是全局一

致有界的’考虑到&")/"，&!)/!#!"和!")#
.’&"，所以/"和/!渐近趋向于’’由&&)/&#!!
和式（"&）知：当-# 7 时，有：/&#!""*!"!#
.’!""*（"#.’!""）.’，即/&有界’再由式（!’）知，

控制%也是有界的’后面的仿真结果验证了此结

论’

! 仿真结果

假设*18.95系统（"）的参数为："")"’，"!)
!(和"&)(／&且控制%的初始值为’，本文的目

标是控制*18.95系统，使它的第一个状态稳定于

平衡点/0")’’
在下面的仿真中，取.’)#’’"，.&)%’，#)

’’’’#，*18.95系统的初始值选为：/")/!)/&)
"’，再利用文献［"’］中的对分数维微分的数值算

法，求解本文给出的分数维自适应控制律，总可得

到稳定的仿真结果’
在仿真中，在-)%加入控制器，当"")"，"!

)"，"&)"’!和"")"’!，"!)"，"&)"’!时，系

统的状态/"的轨迹分别如图"和图!’

图" 当"")"，"!)"，")"’!时/"

:4;<" /"=18"")"，"!)"，")"’!

图! 当"")"’!，"!)"，")"’!时/"

:4;<! /"=18"")"’!，"!)"，")"’!

" 结论

本文利用分数维微积分的知识，利用>+?@/
2A.BB49;方法，设计出了一种新的分数维控制算

法，并且证明了所设计的闭环系统是全局稳定的<
通过适当的参数选择，可取得较好的控制效果<怎

样选择控制律中的阶数使控制效果达到最优是进

一步所要研究的问题<
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