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激光脉冲作用引起的梁形微谐振器的振动

方岱宁 孙玉鑫

（清华大学工程力学系，北京 ’""")%）

摘要 在激光脉冲作用下，有两个因素需要考虑：一个是热传导的非傅立叶效应，另一个是温度场与应变场

的耦合导致能量耗散，使物体的机械能转化为热能，并且这是不可逆的(本文综合考虑上面两个因素，研究

了激光脉冲作用下微米尺度梁谐振器的热弹性耦合问题(采用*+,-./-变换与012314/变换相结合的方法求

解梁的横向振动，并分析不同环境温度与能量吸收深度的影响(
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引言

激光脉冲会在固体中产生热应力［’，!］，由于激

光脉冲技术在材料加工和无损检测中的应用日益

发展，这种激发机制越来越引起科研工作者的重

视(当在固体上作用激光脉冲时，固体吸收激光能
量，导致局部温度升高，从而引起热膨胀，产生热应

力(
在快速激光加热过程中，有两个效应变得十分

重要(一个是热传导的非傅立叶效应，这是对傅立
叶热传导效应的修正(在传统的工程应用中，用于
加热的激光能流密度低，脉冲持续时间长，因此用

傅立叶热传导方程可以成功的描述(然而，在快速
激光加热过程中，能流密度高，持续时间短，固体中

产生了热梯度很大的区域，或者在边界上可以有超

高的加热速度(正如许多作者指出的，在这种情况
下，经典傅立叶模型不再适应［&］(傅立叶热传导理
论中假定热的传播速度为无穷大，这在实际过程中

是不成立的(而非傅立叶效应考虑到能量载子的碰
撞过程所需的平均自由时间（即热松弛时间），可以

消除这种矛盾(另一个是温度场与应变场的耦合导
致应力波的耗散，这种耗散导致物体的机械能转化

为热能，这种过程是不可逆的(
现有文献对梁的研究大多采用傅立叶热传导

理论，对非傅立叶热传导模型应用比较少(而且对
热冲击作用下微米尺度梁的热弹性耦合振动的讨

论比较少(5167［%］采用8-//6函数方法研究了空间

有限介质受到激光脉冲作用后温度的分布情况(

9.:1;1［<］研究了调和移动的热源作用下的梁的横

向振动，应用8-//6函数方法得到解析解(但没有
考虑热弹性耦合，即只考虑温度场对振动的影响，

而没有考虑振动对温度场的影响(=+3/>［#］研究了

两端简支的矩形梁突然加热所产生的振动(?,6.@.
等［A］研究了杆中热作用产生的位移与应力，文中采

用了012314/变换技术(
本文采用0+-:和BC,3D16［)］提出的包含单松

弛时间的广义热弹性理论研究了激光脉冲作用下

微米尺度梁谐振器的热弹性耦合问题，分析了不同

环境温度以及不同能量吸收深度对梁的振动特性

的影响(

! 问题的数学描述

本文中考虑两端简支的均质弹性薄梁的小挠

度振动!梁长为"（"!#!"），宽为$（%$／!!&
!$／!），厚为’（%’／!!(!’／!）!本文定义#轴
沿梁的长度方向，&和(轴分别对应宽度和厚度方
向!平衡态时，梁内部没有初应力和初应变，并且各

处温度与室温相同，为)"!
本文采用E,3/-$=/-6+,33.梁假设，即梁的横截

面在弯曲后仍然保持为平面，并且绕&轴旋转一个
小角度!按照这个假设，梁的位移分量分别为

*+%(:,:#
，-+"，,（#，&，(，.）+,（#，.）

（’）
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这样，梁的热激横向振动可以用如下的偏微分方程

进行描述

!"!
!#
!$!%!&

!"#
!’"%()

""
!"*
!$"+#

（"）

式中!是杨氏模量，"+()$／%"是截面惯性矩，!
是梁的密度，#是横向挠度，$是沿梁轴向的长度，

’代表时间，"+#$,／（%-".），$,是热膨胀系数，

%是泊松比/
式（"）中*为热矩，定义为

*+ %)""
)／"

-)／"
&（$，0，’）0&0 （$）

其中，&+,-,#为谐振器与环境的温差，,（$，

0，’）是梁中的温度场分布，,#为环境温度/
化简（"）式可得

!)"
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!!#
!$!%!

!"#
!’"%")

!"*
!$"+#

（!）

设梁的初始温度分布为,（$，0，#）+,#，即

&（$，0，#）+#/在’+#时刻在上表面（0+)／"）
施加均匀分布的激光脉冲，脉冲的时间轮廓为非高

斯形式

"（’）+
"#’
’"1
’()-

’
’（ ）
1

（*）

其中，’1是激光脉冲的持续时间，"#是激光的能量
密度，定义为单位面积激光束携带的能量/图%所
示为不同持续时间的脉冲的时间轮廓/

图% 激光脉冲的时间轮廓图

+,-.% /’0)1234)215,4’1567’438’2)948’

根据文献［!］，热源2（0，’）可以如下描述

2（0，’）+3’’()
0-)／"（ ）’ "（’） （:）

其中’是热能的吸收深度，3是表面的吸收率/
考虑热弹性耦合问题以及热传导的非傅立叶

效应，梁中的温度场分布用如下偏微分方程描述

4#"&%2（0，’）+!5.
!&
!’%",#
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!’"
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其中，4是热传导率，5.是比热，(#是松弛时间，6+
!7
!$%

!.
!8%

!#
!0
是体积应变/

把（%）式和（:）式代入（;）式，得到
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上下表面的边界条件为绝热，即

!&
!00+9)／"

+# （=）

对于薄梁，当其厚度比较小时，可以假定&沿
厚度方向成正弦8,>（10）分布，则

"
)／"
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其中，1+)／)/
把（<）式0／)"，对0在区间［-)／"，)／"］内积

分，得
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其中，:’+
（%%":）%（%-":）6（%／:）

6（%／:）
，:+’)/

这样可以得到考虑热弹性耦合问题的控制方

程组为
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! 方程式的求解

本文考虑两端简支等温的梁，采用有限

+192,’2正弦变换与?3)43@’变换相结合的方法来求
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解方程组（!"）#对于两端简支等温的梁，其边界条
件为
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初始条件为
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对方程（!"）进行有限傅立叶正弦变换，得

!(（(，’）$%
%

$
!（#，’）’() (!#（ ）% *#

&(（(，"）$%
%

$
&（#，"）’() (!#（ ）% *

"

#

$ #
（!+）

其逆变换公式为
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则边界条件（!%）自动满足)
方程（!"）及初始条件（!&）变换后得
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其中，/$(!／%，( $!，%，+，⋯)
式中各系数为
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再对（!.）式进行关于"的1234256变换和逆变

换，求得!9（(，’）的解为

!(（(，’）$&
&
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式中，&是方程&
-

9$$
39&9$$的解，3&$&

-

9$!
93;&;,!，

:$$,+"+/’".，3$$+!+%，3!$"+!+%’.*<!，

3"$+!+%’".*"<!’.*<"，3%$<!’".*""<’.*

+&，3&$<"’".*"+&’.*+-，3+$+&’".*"+-’.，

3-$+-’".，<!$+!+&*+"++，<"$+%*+!+-

*+"+.)
最后由（!-）式可以得到梁的横向振动位移为

!（#，’）$" &
,

($!，%，⋯
&
&

:$-&’

3&
’() (!#（ ）%

（"!）

! 计算结果分析

本文中分析温度对热弹性耦合的影响，根据文

献［0’!!］，不同温度下，硅的材料参数不同，如表

!所示)

表! 不同温度下硅的材料参数

72846! 92:6;(2432;2<6:6;’=>’(4(5=)()*(>>6;6)::6<36;2:?;6

5$（@） "0% +$$
0（AB2） !-+)0 !-%)%

#（CD／<%） "%%$ "%"+
2（E／（<·@）） !+- /$
34（F／（CD·@）） .!% /%"
&（=!$,-@,!） ")+0 %)-!&

计算中梁的尺寸保持不变，即固定%／1$!$，

:／1$!／"，1$!$!<)松弛时间为"$$!3’，能

量密度为7$$!$$$F／<")对于激光脉冲，持续时

间为’.$"$$!3’，令8取不同的值，则梁吸收的

能量不同，其激发的振动也有所不同)下面计算中

将予以分析)
图"和图%描述了8$%／1取不同的值时位移

与热矩的振动状态，其中环境温度为室温5$$
"0%@)
从图"和图%中可以明显看出非傅立叶效应，

振动曲线成准周期性，8越大，最大振幅越小)这是

因为8反映了热能的吸收深度，8越大，能量集中

度越小，能量分布越趋于均匀)此外8取不同值时，

振幅不同，但频率是相同的，这说明激光作用不会

改变梁的固有频率)
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图! !取不同值时位移的振动状态比较

"#$%! &#’()*+,-,./’0123#00,2,./4*)5,’10!

图6 !取不同值时热矩的振动状态比较

"#$%6 78,2-*)-1-,./’0123#00,2,./4*)5,’10!

图9和图:描述了环境温度";取不同的值时
位移与热矩的振动状态，其中能量吸收深度为!#
<／<;$

图9 环境温度";取不同值时位移的比较

"#$%9 &#’()*+,-,./’0123#00,2,./4*)5,’10,.4#21.-,.//,-(,2*/52,";

图: 环境温度";取不同值时温度增量的比较

"#$%: 78,2-*)-1-,./’0123#00,2,./4*)5,’

10,.4#21.-,.//,-(,2*/52,";

从图9和图:可以看出，温度不同时，振动曲
线达到平衡位置的时间也不同，温度越高，所需时

间越长，因而周期越大，频率越小%而不考虑应变场
与温度场的耦合时，振动频率与温度无关%这是因
为考虑热弹性耦合对梁的振动的影响具有热阻尼

的性质，这种热阻尼使梁的振动频率增加%

! 结论

本文研究了两端简支的=5),2>?,2.15))#梁受
到非高斯形式分布的激光脉冲的作用后产生的振

动%由于激光作用，梁内的温度分布发生变化，由于
热弹性耦合作用，梁产生横向振动%本文用傅立叶
正弦变换与拉普拉斯变换相结合的方法得到梁内

的位移与热矩横向振动的表达式%
文中考虑非傅立叶效应，采用热传导的波动方

程，分析了热能吸收深度以及不同环境温度对振动

状态的影响%结果明显反映了非傅立叶效应%
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