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圆弧拱的面内非线性动力学分析
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摘要 对圆弧拱面内自由振动的频率和非线性内共振现象进行了研究’通过假设满足位移边界条件的振型

函数对圆弧拱的面内非线性方程进行*+,-./01一阶模态截断，先对派生系统的线性频率进行求解，就不同参

数对频率的影响进行分析；然后利用多尺度法对离散模型进行求解’结果表明：截面高度对径向振动频率有

显著影响，但是对切向振动频率影响很小；另外，就本文方程而言，可能存在三种内共振形式，但内共振现象

的产生与否还决定于圆弧拱的边界条件’
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引言

随着大跨度桥梁的不断出现，桥梁的非线性问

题也越来越受到重视’对于大跨度钢管混凝土拱
桥，施工阶段的非线性动力学特性的研究对整个施

工过程有着重要意义，尤其是施工达到最大悬臂状

态时，拱肋处于最不利状态，非线性因素影响明显

增大，因此对拱桥进行非线性动力学分析是十分必

须的’对于拱型结构，应用曲梁模型进行分析大多
都是基于线性分析的层次上，李国豪［%］和2+3+/+$
40［!］都是对拱桥线性振动进行了分析，并且分为面
内和面外两种情况，由于初始曲率的影响，面内和

面外运动方程都是两个位移分量的耦合方程，求解

固有频率的解析解通常都很困难’拱型结构以其曲
线几何形状和复杂的轴向应变为特征，即使变形在

弹性范围内，复杂的轴向应变使其表现强烈的非线

性［5］’在文献［(］中只考虑空间曲梁的轴向应变，不
考虑剪切应变和转动惯量以及翘曲的影响，通过

6+40,781变分原理，建立空间曲梁的非线性动力学
方程’
本文是运用弹性力学理论和非线性动力学观

点重新考虑圆弧拱的非线性动力学特性，对已有的

空间曲线梁非线性动力学方程进行简化，研究圆弧

拱面内自由振动的频率特征和内共振现象，讨论了

圆弧拱几何参数对频率的影响以及内共振现象与

边界条件之间的关系’

! 基本方程

考虑如图%所示的平面内两端固支的圆弧拱，

!为主拱轴线，曲率半径为"，圆心角为!，#是拱
肋的计算跨径，$是拱肋的计算矢高%不考虑剪切
变形，转动惯量以及翘曲的影响，利用曲梁模型可

以得到圆弧拱的面内非线性动力学方程组［(］，并且

只考虑到方程的平方非线性项，即下面的两个耦合

的偏微分方程组

图% 圆弧拱几何模型

90:’% ;0.<=,+.+.<>48?-,

&’ %
"(
)*)+%"!((

)+*,-%"(
)+()(,｛ +

%
"!(

)*)+%"*(
,+%"5 ｝(* +&. %"(

"｛ -

%
"!* ｝

, -/0*-12* 3" （%）

第(卷第!期
!""#年# 月

动 力 学 与 控 制 学 报
@ABCDEFA9GHDEIJ;KEDG;ADLCAF

M8,’(D8’!

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
@=1’!""#



!" #$%&’!(#
$"’#&%$’!(##

&’#｛ $

%
("’

!
("#%

$)!(%
$’#(")

!
"(#

$")!("#
$ ｝% ’!*#（#）｛ )

!
(% ｝! ’+,#’-.#/$ （"）

在（!）式和（"）式中的 + 是单位长度质量，

%（0，1）是切向位移，#（0，1）是径向位移，-是弹
性阻尼系数，上标“$”表示对弧长0求导，上标“·”
表示对时间1求导2以上是一组偏微分方程，为了
进行动力学行为分析，需将其转化成为常微分方程

组，因此采用%&’()*+,方法进行一阶模态截断，设

%（0，1）/"!（0）3!（1）

#（0，1）/""（0）3"（1
!
"

#）
（-）

这里的"!（0），""（0）为振型函数，利用它们可以很

好地描述无限小运动［.］，3!（1），3"（1）为振动函
数2将（-）代入（!）和（"）中，并对（!）两边同时乘以

"!（0），对（"）两边同时乘以""（0），并在［$，4］范

围内积分，由此可以将偏微分方程组化为常微分方

程组，以下就是常微分方程表示的动力学方程

5!,3!)5"3!)5-3")5#3"")

5.3!3")5/.3!/$ （#）

6!,3")6"3")6-3!)6#3"")

6.3!3")6/.3"/$ （.）

假设满足边界条件的振型函数［/］为

"!（0）/012
（#7’"）#（0’4"

）

4 )

012
（37’#）#（0’4"

）

4
（/）

""（0）/012
（#7’"）#（0’4"

）

4 )

012
（37’#）#（0’4"

）

4
（4）

其中7/!，"，-，#，则通过计算可知5-/$和

6-/$，因此当去掉非线性项之后，方程就成为两

个不耦合的线性方程，也就是原非线性方程的派生

方程，其线性频率为$!/ 5"／5$ !，$" 6"／6$ !，取

!/-8!$!$5&，%/".$$*6／7-，这里定义&/
9／(，9为拱肋截面高度2图"和图-分别是9/

!7，9/.7时，圆心角为’/!"$8，变化半径(
从.$7到"$$7，分析几何参数对圆弧拱固有频率
的影响2

图" 半径对频率的影响&/$2$"

9+6:" ;<((==(0>1=)&?+@21,=)(A@(,0+(2&/$2$"

图- 半径对频率的影响&/$2!

9+6:- ;<((==(0>1=)&?+@21,=)(A@(,0+(2&/$2!

图# 角度对频率的影响&/$2$"

9+6:# ;<((==(0>1=&,6’(1,=)(A@(,0+(2&/$2$"
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图! 角度对频率的影响!!""#

$%&’! ()**++*,-.+/0&1*.0+2*34*0,%*5!!""#

从图6和图7中可以看出，不论"#还是"6都
随着半径#的增大而减小，而且半径越小，频率随
半径变化的曲率越大"!由"""6变化到""#时，"6
变化十分明显，"#却基本保持不变，说明在同等半
径的情况下截面高度对"6的影响很大"图8，图!
分别是在半径#!!"9，!!"""6和!!""#两
种情况下，圆心角变化对频率的影响"从图中可以
看出，"#和"6都随着圆心角的减小而增大，圆心
角越小，频率随圆心角变化的曲率也越大，!也只
对"6有较大的影响，而对"#的影响非常小"

! 摄动分析

借助摄动方法求解（8）式和（!）式，这里采用
多尺度法"对式（8）两边同时除以$#，式（!）同时除
以%#，可以得到
&’#("6#’#(#$#)’#(#%#’6(#&#’66(

#&6’#’6!" （:）
&’6("66’6(#$6)’6(#%6’#(#&7’66(

#&8’#’6!" （;）

"6#!$6／$# "66!%6／%#
#·$#!$<／$# #·$6!%<／%#
#·%#!$7／$# #·%6!%7／%#
#·&#!$8／$# #·&6!$!／$#
#·&7!%8／%# #·&8!%!／%

!

"
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上式中的参数#$$#，并引入快变时间尺度*"!
+以及慢变时间尺度*#!#+，则有

=
=+!,"(#,#(

⋯

=6

=+6!,
6
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!
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#⋯
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因此可以设

’#!#’##（*"，*#）(#6’#6（*"，*#）(⋯

（#6）

’6!#’6#（*"，*#）(#6’66（*"，*#）(⋯

（#7）

将（#6），（#7）式代入（:），（;）式，并按#的幂次进行
整理，可以得到

一次幂#
,6"’##("6#’##!"

,6"’6#("66’6#!
!
"

#"
（#8）

二次幂#6

,6"’#6("6#’#6!-（6,",#’##($#,"’##(

%#’6#(&#’66#(&6’##’6#）

,6"’66("66’66!-（6,",#’6#($6,"’6#(

%6’##(&7’66#(&8’##’6#

!

"

#）

（#!）
式（#8）的通解可以写成

’##!.（*#）/%"#*"(00

’6#!1（*#）/%"6*"(
!
"

#00
（#<）

其中00表示共轭项，把（#<）代入（#!）中有

,6"’#6("6#’#6!-｛6%"#.2（*#）/%"#*"(

%"#$#.（*#）/%"#*"(%#1（*#）/%"6*"(

&6.（*#）1（*#）/%
（"#("6）*"(

&6.（*#）%1（*#）/%
（"#-"6）*"(

&#16（*#）/6%"6*"(&#1%1｝(00 （#>）

,6"’66("66’66!-｛6%"612（*#）/%"6*"(

%"6$61（*#）/%"6*"(%6.（*#）/%"#*"(

&716#（*#）/6%"6*"(&71（*#）%1（*#）(

&8.（*#）1（*#）/%
（"#("6）*"(

&8.（*#）%1（*#）/%
（"#-"6）*"｝(00 （#:）

从（#>）和（#:）两式可以看出系统可能存在#3
#和#36以及63#三种内共振形式"给定4!!"""
?&／9，#!!"9，56!!7#";@·96，5.!<7
#"#"@，%!#6"A，通过计算方程的系数，得到"#!
#"72/=／5，"6!7<2/=／5，$7／$#!"，$8／$#!"，

$!／$#!#668"":，$<／$#!""8，%7／%#!"，%8／%#

!8:<""6;，%!／%#!"，%<／%#!""8"根据这些系
数可以看出属于远离内共振的情况，其可解性条件

（消去长期项的条件）为
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由（"$）式可以解得
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其中$’，$*是复常数，所以可得
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两个解的模态都在衰减，则稳态解为+"%+!%#，
一次近似解与线性系统的自由振动规律相同，假设

初始条件为

+"（#）%#/#!，+!（#）%#/" （!!）

令"%"，解得
$’%#/#"，$*%#/#& （!’）

+"%!$’(
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!"
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）
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）
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!
"
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图, +"时间历程响应

-%./, 0123%45678%*4).9:1);+"

图< +!时间历程响应

-%./< 0123%45678%*4).9:1);+!

图,和图<是非内共振下的时间历程曲线图，

可见在阻尼和没有内共振作用下，系统的运动最终

将停止/前面提到可能产生三种不同的内共振形

式，但是因为方程中某些系数为零，导致引起内共

振的耦合系数也为零，因此就不会产生内共振现

象/假设改变边界条件为两端简支，则可以取满足

边界条件的振型函数为

$"（0）%()*
（+1)!）%（0)2!

）

2 $

()*
（=1)+）%（0)2!

）

2
（!&）

$!（0）%*%>
%%0
2

（!,）

则通过计算方程中系数可以得知&"%#，&!%

#，’"%#，因此方程的内共振耦合系数不等于零，

满足产生以上三种情况内共振的条件/再假设改变

边界条件为：左边固支，右边简支，取满足边界条件

的振型函数为

$"（0）%()*
（+1)!）%（0)2!

）

2 $

()*
（=1)+）%（0)2!

）

2
（!<）

$!（0）%*%>10)*%>810$
*%>812)*%>12
()*12)()*8123

（()*10)()*810） （!=）

同样通过计算方程系数，可以得到各个系数都

不等于零，因此内共振的耦合系数不会等于零，仍

然可能产生以上三种内共振形式/因此可以得知在

使用?:379@%>方法对方程截断时，方程组的各个系

数取决于假设的振型函数，而振型函数又是随着边

界条件来选取/在给定满足边界条件的振型函数

下，方程的系数就给定了，因此内共振是否会产生

取决于振型函数的假设，也就是取决于边界条件/

! 结论

圆弧拱的两个方向的线性频率#"和#!都随

着参数半径4、圆心角&的减小而增大，而且半径、

圆心角越小，频率随这两个参数变化的速率越大/
截面几何参数(只对#!有较大的影响，而对#"的

影响非常小，说明在半径一定的条件下，截面高度

对径向振动频率有显著影响，但是对切向振动频率

影响很小/通过摄动分析，发现系统可能存在"5"
和"5!以及!5"三种内共振形式，但是由于采用满

足不同边界条件的位移振型函数，会导致不同的内

共振耦合系数，所以圆弧拱的内共振现象是否会发

生还取决于边界条件/
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