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摘要 鲁棒控制系统的!)范数代表了这个系统的抗干扰性能指标，本文通过实例研究了!)范数!的取

值对控制系统动态特性几个方面的影响，包括对系统初值扰动响应特性、系统干扰抑制效果以及对闭环系

统!)范数的影响’由于!)范数只是反映控制系统某一方面的性能指标，当它趋向于最小值时，系统的其

它各项重要的性能指标（例如!!范数和动态响应特性等）往往不一定令人满意’文中的计算结果表明，!)
范数最优值几乎是系统其它动态性能指标变化的一个转折点，当设计参数!在其最小值!"#$附近变化时，引

起其它性能指标的变化非常剧烈’这些结果同时表明综合考虑系统的各项性能指标以选取合适的!值尚需

进一步的讨论’
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引言

连续系统状态反馈控制是!) 鲁棒控制中的
基本问题，控制系统的设计需要求解,-../0-方程、
确定最优的!) 诱导范数!"#$%这个!) 范数代表
了系统可能达到的最优抗干扰性能指标［%］，实际
的控制系统一般取次优的参数值!#!"#$进行设
计%参数!的取值对控制系统的性能有多方面的影
响，本文将通过实例介绍这个!)范数的取值对控
制系统动态特性的影响程度%
文献［!，+］基于结构力学与最优控制的模拟

理论系统地研究了!)控制的理论与计算问题，给
出了计算最优!)诱导范数!"#$和求解!)&,-../0-
方程的精细算法%本文的计算工作就是利用这些数
值方法完成的%
首先简单介绍!) 控制以及!) 范数、!!范

数等概念［%］%考虑下述线性连续系统
!"’#"($%%($!& "（"）’"" （%）
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其中"为)维状态向量，%为*维外扰向量，&为+
维控制向量，’为#维输出向量，#$+，矩阵#，

$%，$!，(和)有恰当的维数，)1)’*，*为单位

阵，而且矩阵对（#，$!）和（#，(）分别是可控和可

观的%状态反馈控制系统设计的目标是寻找线性反
馈控制

&’+" （+）
使闭环系统从外扰%到输出’的传递函数矩阵,-.
的!) 范数满足

%,-.%［"，$/］&! （(）

满足上述条件的最小!值或者其下界称为系统的
最优!)范数，并记为!"#$%通过引入拉格朗日乘子

!，由变分原理
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其中

!（"，!）’!1#"(%!"
1(1("0

%
!!

1（$!$1!0!0!$%$1%）! （*）

可以导出对偶方程（&/，3）
!"’#"0（$!$1!0!0!$%$1%）! （&/）
!!’0(1("0#1! （&3）
边界条件为"（"）’""，#/’,/"（$/）’,/"/%由上
述两端边值问题可以导出,-../0-微分方程

0!,’#1,(,#((1(0,（$!$1!0

!0!$%$1%）, ,（$/）’,/ （4）

而&和%可分别表示为
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!!""!"#$ （#）

%!!"""!$#$ （$%）
当%为式（$%）的闭环形式时，控制系统的状态方
程可以表示为

&$! ’"（"""!""!"""$"!$）［ ］#$ （$$）
如果%是开环形式，则
&$!（’""""!"#）$#"$% （$"）
求解上述具有时变项#的线性微分方程就可得到
控制系统状态的变化规律$将变分式（&）中的参数

!""分离出来［’，(］，可以表示为如下形式
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其中
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式（$’）是两类变量广义0,123*45商本征值的形式，
此式建立了(6 范数与广义0,123*45商本征值的
联系$广义0,123*45商最小本征值就是使0*77,8*微
分方程正定解存在的临界参数!"")*&$扩展的

9*88:*7;<9*22*,)=算法［(］结合0*77,8*方程的精细
积分可以计算最优(6 范数$
本文还涉及到系统的("范数，("范数一般由

频域内系统的传递函数矩阵定义［&］

"+,-""!
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其中，)（0）是闭环反馈系统（$"）由噪声%（&）到
评价信号*（&）的传递函数矩阵；评价信号*（&）为
状态向量的线性组合

*（&）!(,$（&） （$>）
利用?,:=3@,2等式，系统的("范数也可以用

时域的脉冲函数矩阵定义为

"+,-""!!
6

"6
8:｛+!（&）+!（&）｝.# & （$A）

定义式（$A）明确表示，只有当闭环系统（$"）稳定
时，该系统的("范数才有意义$事实上，系统的("
范数可以被解释为在平稳白噪声激励下系统的平

均增益［&］$
("范数可用下述表达式计算

"+""! 8:（"!$,)"$# ）! 8:（(!,,1(,# ）

（$B）
其中，,),1 分别为系统的能观性和能控 性

C:,))*,+矩阵，分别满足下面的D1,EF+G@方程
$’!,)#,)$’!"(!,(, （$#,）

,1$’#$’,1!""!$"$ （$#/）

其中$’!’""""!"#是闭环系统（$"）的系统矩
阵$
D1,EF+G@方程（$#）可采用精细积分法精确求
解［"］$系统的(6 范数和("范数从不同的角度反
映了受控系统的性能，本文将探讨系统(6范数的
变化对("范数的影响$
在以往的具体计算中，我们注意到参数!的值

在不断变化并接近!)*&时，控制系统的某些动态响
应特性将会有非常明显的变化$下面将分别介绍受
控系统在初始条件扰动和持续干扰下的动态响应

特性$

! 参数"对控制系统初始扰动响应的影响

如果受控系统的控制量和干扰都可以利用状

态信息，即具有!!""!"#$和%!!"""!$#$这样
的闭环形式，则受控系统是由式（$$）来描述的$首
先介绍这种情况下参数!对系统响应特性的影响$
算例! 该算例是一个受主动腱控制的三层

剪切型建筑结构［>］，将其二阶振动方程转化为一阶

的状态方程，相应的系统数据如下

’!

% % % $$%%%% % %
% % % % $$%%%% %
% % % % % $$%%%%

""B$’$$ $>B’$B "’A#$BB "%$’#"B %$%&BB "%$%>’’
$>B’$B "’$%%$> $>>’$" %$%&BB "%$(>B# %$%%"A

"’A#$BB $>>’$" "$">"$B "%$%>’’ %$%%"A "%$
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"$!#&，$!#!!
对于无限长时间段控制问题，该系统的最优

%’ 范数为!"#&’(!$(#&"$)#取状态初值%（"）!
｛"#!" "##" "#%" " " "｝*，时段( %［"，

##"］#当系统设计参数!分别取不同值时，状态响
应%%以及控制输入的时间历程如图!和图#所示#

图! 不同参数!的状态曲线比较

+,-.! /01234,506507583895:,8;<,7794968!

图# 不同参数!的控制输入比较

+,-.# /01234,506507,62=85:,8;<,7794968!

算例# 该算例的数据取自一个单级倒立摆
的线性化模型［>］，系统参数如下：
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该系统无限时间区段控制的最优%’ 范数为

!"#&’( ! "#&#)## 取 状 态 初 值 %（"） !
｛"#"# " " "｝*，时段(%［"，!!］#图%和图?给
出了当系统设计参数!分别取不同值时状态响应

%!以及控制输入的时间历程#

图% 不同参数!的状态曲线比较

+,-.% /01234,506507583895:,8;<,7794968!

图? 不同参数!的控制输入比较

+,-.? /01234,506507,62=85:,8;<,7794968!
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上述结果表明，当参数!接近最优值!!"#时，
闭环形式的外界干扰对系统动态特性的影响非常

显著$为了达到预定的控制目标，即给定的干扰抑
制指标，需要消耗更多的能量，而此时系统的状态

变化也非常剧烈$对上面两个算例的实际计算中，
发现其它状态的时程响应曲线与上面的结果相似，

限于篇幅不再列出$

! 参数!对控制系统持续干扰抑制效果的

影响

如果控制系统的干扰是开环的，则受控系统由

式（!"）来描述$这种情况下，取不同的设计参数!，
研究零初值状态的受控系统对持续噪声干扰的不

同抑制效果$
在算例!中，取#$%&’()*地震波（!+,-）作为

干扰激励，并将其幅值调整为.--/01$图2和图3
分别反映了该系统在不同设计参数!下对干扰的
抑制效果和控制输入的变化$
在算例"中，取零均值、标准离差为!的高斯分

布的白噪声作为干扰激励，图4和图5分别反映了
该系统在不同设计参数!下对干扰的抑制效果和
控制输入的变化$

图2 不同参数!的状态曲线比较

67/82 %*9:0)7;*’;*<;(0(&;=7(>?7<<&)&’(!

图3 不同参数!的控制输入比较

67/83 %*9:0)7;*’;*<7’:@(;=7(>?7<<&)&’(!

图4 不同参数!的状态曲线比较

67/84 %*9:0)7;*’;*<;(0(&;=7(>?7<<&)&’(!

图5 不同参数!的控制输入比较

67/85 %*9:0)7;*’;*<7’:@(;=7(>?7<<&)&’(!

上述两个算例的结果表明，当干扰!是开环
的，取为真实干扰激励时，设计参数!越接近%A
范数最优值!!"#，干扰抑制效果越好；但与此同时，
随着设计参数接近最优值，所需要的控制力却越来

越大$实际计算中发现，设计参数!是不能取到最
优值的，因为这时候B7CC0(7方程的解矩阵的元素趋
向于无穷大，且矩阵奇异，这将导致控制输入趋向

于无穷大$
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! 参数!对系统!"范数的影响

从频域内的定义来看，系统的!!范数给出了
系统对干扰的可能最坏频率的最大增益，而!!范
数则是给出了系统对干扰的所有频率的平均增益，

二者对系统性能的刻画角度是不一样的［"，#］"图$
和图"%分别反映了算例"和算例&中受控系统的

!! 范数随着!! 范数变化的关系，图中的横坐标

是比例系数"

图$ !&范数随!! 范数变化曲线

’()*$ +,-(,.(/0/1!&20/-345-676!!20/-3

图"% !&范数随!! 范数变化曲线

’()*"% +,-(,.(/0/1!&20/-345-676!!20/-3

上述结果表明，系统的!! 范数达到最优值

!#$%时，其!&范数并不同时达到最优"图$显示，算

例"中的系统在其!! 范数!&&’%"89(!&&#$%时
达到最优值%"":"9"而图"%显示，算例&中系统的

!&范数的最优值几乎和!!范数的最优值同时取

到，但是，注意到图 中 的“#”点 的 坐 标 是
（%"$$$$$;"$&&;(!&&#$%，<"%8%9）这说明当系统!!
范数的取到最优值时，相应的!&范数将趋向于无
限大"这也说明，在系统的!! 范数最优值附近其

!&范数的变化是很剧烈的"

# 小结

本文通过实例探讨了系统的取值对控制系统

动态特性的影响：包括控制系统的初值响应、控制

系统的干扰抑制效果以及对!&范数的影响"结果
表明，当设计参数!在系统的!!范数最优值附近
变化时，对控制系统动态特性的影响是很明显的"
但是，!! 范数只是反映控制系统性能某一方面的
指标，当设计参数趋向于最优时，系统的各项性能

并不一定随之趋向最优，初值响应和干扰抑制效果

的图例充分说明了这一点"同时表明，系统的!&范
数最优值并不在其!! 范数最优时取得，而且，在

!! 范数最优值附近变化极其剧烈"当参数选择为

!’!#$%时，响应将无限增大"故说，通常称!#$%为
最优是片面的，实际上它是一个临界值"应用中!
一定不可选用接近于!#$%的值，而应选取远小于

!#$%的值"结构工程对压力杆件允许值的选择，取

=7>5-临界值的一个折扣，可供参考"
结果提示，在离开!!范数最优值!#$%附近的

广阔设计空间内（比如说%!!&&!%"$%!&&#$%），设
计参数!可通过优化其它性能指标（例如!&范数）
来选取"控制变量)的限制也是影响!选择的因素
之一，应当结合?,0)2?,0)控制作进一步的研究"
总之对于!的选择还有许多工作要做"
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