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流动压力作用下板状叠层结构的分岔与混沌

王 琳 倪 樵 黄玉盈

（华中科技大学力学系，武汉 +)""&+）

摘要 研究了轴向流作用下板状叠层结构在非线性弹性支承下的分岔与混沌行为*假设叠层结构中各板在

同一时刻有相同的变形，同时考虑三次非线性弹性支承对板状梁的影响，系统的非线性偏微分方程经过转

化可表示为一阶的状态方程*数值迭代计算表明，板状叠层结构具有丰富的非线性动力学现象*通过对几个

关键系统参数的研究，发现板状梁结构的振动存在复杂的分岔现象和混沌响应，系统是经由经典的倍周期

分岔通向混沌的*
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引言

叠层板型结构在核反应堆中有着极其广泛的

应用*这种板状叠层结构在反应堆运行过程中遇到
的一个重要问题是在高速流动冷却剂冲刷下的流

致振动问题*板型燃料元件的基本组成是由多层窄
长板叠合而成，板与板之间留有与板厚相当的空

隙，让冷却剂流过*间隔一定的长度距离，各层板之
间通过细长垫条对焊而形成一个整体*由于长时间
的工作，使得板与板之间的联结常常出现松动，此

时焊接处的固定支承相当于变成了非线性的弹性

支承*因此，由于流动压力的作用，板与非线性支承
发生碰撞，可导致结构出现复杂的动力学行为*
对于叠层板型结构，可作为板状梁模型来处

理，早期的研究主要集中于其线性问题，没有考虑

联结处松动所形成的非线性支承的影响*’,%"年，

-.//01［’］提出一种计算板状叠层结构发散临界流速
的方法；2343567.等［!］研究了板状叠层结构在不可
压缩流中的颤振问题；文献［)］基于89/01:.5法和

;<31.01转换技术，研究了二维不可压缩流中矩形
板的稳定性问题*最近几年，人们开始重视具有非
线性支承的叠层结构［+!&］，考虑了叠层板在多种边

界条件下的非线性动力学行为，得到了一些有益的

结论*值得一提的是，文献［&］研究了悬臂叠层板在
流动压力和端部非线性支承联合作用下的=<>?分
岔现象*然而，总体上讲，国内外对于板状叠层结构

动力学行为的研究还很不充分，例如，在非线性支

承下，叠层结构是否会出现更为复杂的分岔路径和

振动形态（复杂的周期解和混沌行为等），目前还鲜

见报导*因此，有必要对此领域作更为深入的研究
工作*

! 流动压力作用下的板状叠层结构

本文所用模型为一置于柔性矩形管内的板状

叠层结构模型，如图’所示*图’（9）给出了模型的
外观图，图’（@）表示模型的截面形状，图’（A）显示
了板状结构的支承情况*从图中可以看到，流体从

!端流入，" 端流出，进入流道前其平均流速为

#，且流体为沿$和%方向流动的二维不可压缩无
粘流；由于板在宽向的振动很小（可忽略），本文仅

考虑板在$&’平面内振动；同时，板在某一位置上
存有非线性支承(

图’ 柔性矩形管内叠层板状梁结构示意图
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对于非线性支承，本文将考虑为三次非线性弹

簧约束（支承），其非线性力可写成

!"［#!$%#"$#］!（&’&(）
其中，#!和#"分别表示非线性支承的线性和非线
性刚度系数，&(表示非线性支承的位置)
假设各板在同一时刻有相同的变形，则窄长叠

层板在流动压力作用下的流固耦合运动微分方程

可表示为

*+!
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无非线性支承情况下的运动微分方程已在文献［&］
中给出；上式中，*+表示叠层板的抗弯刚度，$（&，

.）为结构的横向位移，, 为单位长度上的流体质
量，/ 为板状梁单位长度的质量)
为便于后续的数值计算，将系统的运动方程变

换为无量纲形式如下
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其中

""$／2，#"&／2，

%"［*+／（,%/）］!／".／2"，

0"（,／*+）!／"-2，$",／（,%/），

1!"#!2#／*+，1""#"2’／*+，#("&(／2
式中，$称为质量比)

! 运动方程的离散化

方程（"）是一个无限维的偏微分方程，为此，
采用()*+,-./方法对此方程进行离散化处理)令

"（#，%）"#
3

4"!
&4（#）54（%） （#）

其中

&4（#）"0123’4#’012’4#’(4（2./3’4#’

2./’4#），

(4"［2./3’4’2./’4］／［0123’4’012’4］（$）

为悬臂梁的特征函数，54（%）表示其对应的广义坐
标)采用两阶振型()*+,-./展式，即3"")将式（#）
代入方程（"），利用振型函数的正交性和函数性质，
经过积分之后可得

｛65｝%［7］｛85｝%［#］｛5｝%｛9（5）｝"｛%｝
（’）

其中［7］和［#］分别表示系统的定常（与时间无
关）阻尼矩阵和刚度矩阵)矢量｛9（5）｝、矩阵［7］
和［#］具有如下形式
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式中
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’ ;
再令=:"85:，可进一步将系统的运动方程转化为
一阶状态方程组

8>"［?］>%9（>） （4）
式中｛>｝"｛5，=｝5是一个"3维的向量)

" 数值仿真

为了分析系统在多种参数区域内的振动行为，

利用四阶的67/8+9:7;;)法对方程（4）加以求解)
时间步长取为%)%%"’，若不作另外说明，初始条件
取为>!（%）">"（%）"%)%%!，>#（%）">$（%）"%)
数值计算中，系统的一些参数设置如下

1!"!%，1""!%%%%% （<）

")# 板状梁振动的分岔
为了研究板状梁在多种参数区域内的动力响

应，以系统的几种关键参数为控制参数，作出了对

应的分岔图，如图")$所示)在这些图中，纵坐标
表示板状梁自由端的位移幅值，横坐标为控制参

数)作分岔图时，当梁自由端的速度为零（8"（!，%）

(&!（!）>#（%）%&"（!）>$（%）"%）时，记录其对应
点的位移值)因此，在分岔图中，可以明显的看到板
状梁的振动既有正位移，也有负位移)
图"显示了以流速为控制变量的分岔图)因

此，无量纲的流速是唯一的可变参数，质量比和非

线性支承的位置分别取值为：$"%)"，#("%)&)在
图"中，发生=1>?分岔的流速点标记为0@ (
’)’!4)当0)0@时，板状梁是稳定的，其最终的位
移为零；当0*0@时，板状梁的振动突然以对称的
极限环（周期!）形式出现，这在分岔图中表现为两
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个解分支!当"!"#"!!"#时，结构周期振动的
对称性突然被破坏，出现了非对称的极限环形态!
继续增大流速至"$"$!%$，板状梁将以一串串的
倍周期分岔进入混沌体制，这在分岔图中清楚可

见!值得一提的是，在"$ 处，分岔图中出现了不连
续的跳跃现象!

图% 以流速为控制变量的分岔图

&’()% *’+,-./0’123’/(-/4/5067+8,’39781.’0:’59/-’73

图;给出了以质量比为控制变量的分岔图!此
时，质量比是唯一的可变参数，流速和非线性支承

的位置分别取值为："%$!!，!& %<!"!由该图可
以发现，随着质量比的增大，系统的振动形态出现

了倒分岔现象!

图; 以质量比为控制变量的分岔图

&’(); *’+,-./0’123’/(-/4/50674/55-/0’1’59/-’73

类似的，通过数值计算可以构建以非线性支承

位置为控制变量的分岔图（图#）!为此，流速和质
量比的大小分别取值为："%$!!，"%<!%!图#所
示的分岔图表明，当非线性约束逐渐靠近板状梁中

点时，板状结构反而不容易发生混沌运动，不过其

自由端振动的幅值将渐变增大；反之，当非线性约

束靠近自由端时，系统将更容易出现混沌现象，其

自由端振动的幅值将渐变减小!

图# 以非线性支承位置为控制变量的分岔图

&’()# *’+,-./0’123’/(-/4/506781./0’121+

0672128’27/-5=-’2(’59/-’73

!!" 板状梁典型的振动形态
为了更为清楚的观察板状梁的各种振动形态，

图>给出了在不同流速下系统发生多种振动行为
的相轨迹图!从图>（/）可以发现，当流速较小时，
振动的相图反映为一个稳定的焦点，其最终的不动

点为原点；图>（?）显示了极限环运动状态，系统振
动时其正负幅值是对称的，这与图>（.）所显示的
非对称的极限环运动有所不同；图>（3）!（(）分别
表示系统的周期@、%、;、#和"运动状态；图>（6）和
（’）则显示了系统处于混沌运动体制，分别对应于
窄带和宽带的混沌状态!值得注意的是，在倍周期
分岔的过程中，系统在周期%的流速参数区域内还
夹杂存有周期;的运动形态（图>（7）），这在其它发
生倍周期分岔的动力系统中并不多见!

!!! 功率谱分析
作功率谱密度图是一种识别系统发生周期和

混沌运动的有效手段!以周期%和混沌运动为例，
分别作出其振动时的功率谱密度图!从图!中可以
发现，当系统处于周期%运动时，其功率谱密度曲
线具有明显的分离的、离散的尖峰；而系统混沌运

动的功率谱密度曲线则出现了噪声背景和宽峰!

# 结论

本文研究了矩形管内流动压力作用下板状叠

层结构的非线性动力学行为!假设各叠层板在同一
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时刻有相同的变形，计入由于松动所引起的非线性

约束之后，板状叠层结构的运动方程经!"#$%&’(方
法离散可转化了一阶的状态方程!数值计算显示，
在流速、质量比和约束位置三种参数区域内，系统

存有倍周期分岔通向混沌的道路!本文的研究还表
明，板状叠层结构的振动形态极其丰富，若考虑流

体的粘性因素和扰动性质，其动力响应行为可能更

为复杂，这也是以后所需进行的研究内容!

图) 板状梁在不同流速下的振动形态

*’+,) -.("/’0"#1$2"3’45%4672$8#"7$97.8$1$"/:’723"%’45;6#5’<3$#40’7’$;

图= 周期>与混沌运动的功率谱密度图

*’+,= ?4:$%;8$07%"#<$(;’7.<’"+%"/;64%8$%’4<9>"(<02"47’0/47’4(;
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