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摘要 详细介绍了六种典型的滞后非线性模型，包括：干摩擦理想模型、双线性模型、,-./01234.模型、5467$

812模型、迹法模型及5/29:-;模型’首先说明了这些模型的由来、表达式及原理，然后分析了这些模型的

优缺点和应用范围’此外，还对各种典型模型的改进情况和最新的研究进展进行了较详细的综述’最后总结

了滞后非线性模型的研究现状及将来的发展趋势’
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引言

滞后非线性是很常见的系统非线性特性，其主

要特点是多值性和非光滑性，非常容易产生分岔、

混沌等复杂动力学行为’由于翻译的不同，有人也

称为滞迟非线性或迟滞非线性’但滞后非线性多用

于描述材料的应力与应变之间或力与速度、位移之

间的滞后关系，而迟滞多用于描述系统的时滞和控

制领域中的滞后现象’本文仅对材料的滞后非线性

建模问题的进展进行研究’
在实际工程中，呈现滞后非线性的材料有很多

种，包括<=>、+=>、泡沫塑料、金属橡胶、钢丝绳、

压电陶瓷、形状记忆合金等’滞后非线性的研究涉

及机械系统隔振、地震工程、土木工程等多个领域’
而各种材料滞后非线性模型的建立是研究的基础，

因此引起了国内外学者们的广泛关注’但是，据笔

者所查，目前对各种滞后非线性模型研究进展的综

述性文章非常少，这常使初入门者一头雾水’本文

试图对滞后非线性模型的研究进展进行系统地综

述，详细介绍六种典型滞后非线性模型的特点、应

用范围和改进情况，希望对滞后非线性领域的研究

有所帮助’
当系统存在滞后非线性时，其力—位移曲线或

应力—应变曲线就会形成滞后回线’滞后回线一般

可分解为两部分，一部分是滞后回线的基架线，表

示弹性力，它一般不随频率变化，并且不消耗能量；

另一部分是纯滞后环，表示阻尼力，可以用不同种

类的阻尼来描述，滞后环的面积等于消耗的能量’
正阻尼时与负阻尼时滞后回线的走向相反，前者为

顺时针，后者为逆时针’
滞后非线性的数学模型有很多种，到目前为

止，具有代表性的有干摩擦理想模型、双线性模型、

,-./01234.模型、5467$812模型、迹法模型、5/29$
:-;模型和用于压电陶瓷的?@1/A-7:模型等’这些

模型都有各自的特点和适用范围，也或多或少存在

不足之处，或者型式过于复杂，或者参数与实际系

统的物理特性没有直接地联系’因此，近年来，有很

多学者致力于对这些典型模型的改进，并且提出了

各种新的参数辨识方法’

& 干摩擦理想模型

,12B-@C49按能量耗散相等原则将干摩擦力

用等效粘性阻尼力替代，发展了等效线性化方法，

提出了描述滞后非线性的最简单模型 干摩擦

理想模型［&，!］，其表达式为

!"!#·A92（$） （&）

干摩擦力与速度、位移的关系可用图&表示%干摩擦

力的大小为一常值，与运动速度总是反向的，右图中

的矩形面积即是一个振动周期损耗的能量%这种滞

后非线性模型过于简单，与实际情况有较大出入，但

在理论研究上仍具有一定的意义%D’8’EC-;;1@A研

究了半主动干摩擦系统的振动控制［*］%
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图! 干摩擦理想模型

"#$%! &’()’#*+#,-.,/01

! 双线性模型

继干摩擦理想模型之后，234-5&于!67!年

提出了双线性模型［8］，其数学表达式为

!"#!$%!&#’$("%’)(" （9）

滞后曲线可分解为两部分：弹性部分和迟滞部分，

如图9所示*这种模型能较好地描述系统出现干摩

擦时的情形，并对迟滞回线有较好的近似*而且形

式简单，需要辨识的物理参数少，物理意义明确*但
它将系统处理为两个线性刚度系数，不能描述非线

性高阶刚度系数的影响，将阻尼力看作为干摩擦阻

尼，不能全面描述复杂阻尼的情况*

图9 双线性模型

"#$%9 :#1#-04’.,/01

该模型的应用范围比较广泛，可近似描述金

属橡胶、钢丝绳、;<"等多种材料的滞后非线性，

常用于滞后非线性系统的复杂动力学行为分析等

理论研究*胡海岩在非线性减振器的研究过程中对

双线性模型进行了改进，提出了记忆力模型［=］*他

把恢复力分解为两部分：仅与当前变形状态有关的

无记忆部分和与整个变形过程有关的记忆部分*模

型采用微分形式，把刚度系数由常数变为变量，考

虑了变形过程对恢复力的影响，弥补了双线性模型

的不足，但是存在微分形式模型难以避免的缺陷，

物理意义不清晰，求解困难*
另外，<%>%?4-利用双线性模型研究了具有

铅和橡胶支撑的桥梁的振动［7］*白鸿柏等对@次非

线性粘性阻尼双线性滞迟振动系统进行了一系列

深入的研究［A，B］*

" #$%&’()*+%模型

&4C#/0-D,C于!6@6年提出了两参数模型［6］，

其数学表达式为

!（(）#+(!!,
［（(E!(）,-9,-!(,E］（@）

式中，+为滞后环的线性刚度；(为相对位移；,和

!为滞后环系数，由实验确定*滞后曲线如图@所

示*这种模型用来描述材料的弹性滞后特性，具有

广泛的代表性，引起了许多学者的关注和研究*例

如：杨绍普利用此模型研究了参激振动系统的分岔

和奇异性，并且提出了转迁极限点的概念［!E］；金栋

平等 利 用 多 尺 度 法 和 奇 异 性 理 论 研 究 了 具 有

&4C#/0-D,C滞后环的非线性系统的分岔和奇异性，

并研究了开折参数和系统参数的对应关系，为系统

动力学行为的控制提供了理论依据［!!］；陈恩利等

用此模型研究了两系非线性悬挂车辆的运行稳定
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性与分岔［!"］!

图# $%&’()*+,&模型

-’./# $%&’()*+,&0,()1

图2 3,4567)*模型

-’./2 3,4567)*0,()1

! "#$%&’()模型

由3,45于!89:年提出［!#］，并经7)*等人进一

步发展［!2］的3,4567)*模型又称作一阶非线性微

分方程模型，其表达式为

"
·

#$%&!’$%’"(&"$%’"(’ （2）

式中，"为滞后恢复力；%为相对位移；$%为相对速

度；#，!，"，(为参数!
该模型的滞后回线由两条光滑曲线组成，如图

2所示!它把滞后恢复力描述为一阶微分方程，通

用性强，精度较高，通过调节模型中的四个参数可

以描述大小不同、形状各异的滞后回线!其缺点是

各参数之间的关系很不直观，物理意义不明确；表

达式以导数或微分形式出现，增大了系统的维数，

使分析的难度加大；而且恢复力中弹性力和阻尼力

表现形式不显现，不利于各参数的辩识!
目前，该模型主要用于分析土木结构和机械系

统的地震随机响应/严天宏等人利用3,4567)*模

型研究了含弹塑性滞迟非线性结构系统的实时最

优控制［!;］/另外，也有很多人用3,457)*模型描

述磁流变阻尼力，由于该模型不能模拟惯性效应引

起的低速时阻尼力的衰减现象和极限速度时的两

个顺 时 针 滞 回 环，人 们 对 其 进 行 了 许 多 改 进/

<=)*5)>提 出 了 基 于 3,457)* 模 型 的 现 象 模

型［!9］，该模型能很好地反映<?阻尼器的动态性

能，与试验结果较吻合，其有效性已经在@,>(公司

的A$6!BBB型阻尼器上得到验证，目前许多控制方

法和理论数据的采集都是基于此模型/关新春等用

一种改进的简化3,4567)*模型描述了磁流变阻尼

的滞后非线性，省略了弹性力项，所得的数值结果

与试验结果比较吻合［!:］/

* 迹法模型

3%(>%+C%*于!8D:年提出了迹法模型［!D，!8］，

其滞后恢复力的表达式为

)（%，$%）*+（%）,-（%）E.*（$%） （;）

迹法模型有许多具体表现形式，其中最常见的

是将基架线当成非线性弹簧处理，纯滞后环当成阻

尼处理，其数学表达式为

.*./,.( （9）

式中

./ *#!（0）%,#!（0）%#,#!（0）%;

.(*12（0，#）$
!
"

# %

其中，%是相对位移；$%是相对速度；0 是振幅；#
是振动频率；12（0，#）是等效粘性阻尼系数!模型

示意图如图;示!

图; 迹法模型

-’./; ?>%5)0)FC,(0,()1

迹法模型基于平均和等效原理，恢复力与振幅

和频率有关，形式简单，易于根据实验数据进行拟

合!根据阶次和参数的不同，可得到各种各样的形
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状，适用范围广!其缺点是只能描述滞后恢复力与

位移和速度的关系，而不能全面揭示滞后恢复力与

各振动参数的关系，当非线性弹簧刚度的阶次较高

时，由于参数辩识的复杂性，其应用也受到限制!
但总体来说，迹法模型的应用非常广泛，主要

用于描述金属橡胶、泡沫塑料、钢丝绳弹性元件等

的滞后非线性!人们根据实验结果提出了许多形式

的迹法模型!"#$%&’()利用迹法模型研究了钢丝

绳减振器的阻尼特性［*+］!,!)!-.等在对钢丝绳

减振器进行测试分析的基础上提出了一个半经验

的模型，该模型的参数是非线性系统振动幅值的的

函数，用此模型可对钢丝绳稳定状态下的迟滞回线

和周期激励下的稳态响应作出较准确的预估［*/］!
潘东等人提出了兼有干摩擦和线性粘性阻尼特性

的混合型模型［**］!王轲等人提出了非线性非对称

迟滞阻尼减振器的动力学模型［*0］!龚宪生研究了

以钢丝绳为基本元件的大挠度弹性联轴器、钢丝绳

隔振器和增强泡沫塑料隔振器的建模和参数识别，

并对试验数据进行分析和处理，提出了多种数学模

型［*1，*2］!他们将钢丝绳隔振系统的恢复力分解为

非线性弹性恢复力和滞后非线性阻尼力，并考虑了

高阶刚度和可能出现的多种阻尼成分!赵荣国在此

基础上对上述模型进行了改进，他们把滞后阻尼力

表示为位移的函数，更加便于实验数据的测量和数

值计算［*3］!
另外，杨绍普等人提出了用位移和速度的0次

方对滞后非线性系统进行模拟，这也属于迹法模型

中的一种!其表达式为

"#$/%&$*%0&’/(%&’*(%0 （4）

式中，%为相对位移；(% 为相对速度；$/，$*，’/，’*
为参数，由实验数据拟合!

其滞后回线如图3所示!这种模型的优点是数

学表达式简单，待定参数也只有1个，非常适于对

滞后非线性的机理和特性进行理论研究!杨绍普利

用这一模型研究了滞后非线性系统的超谐共振、亚

谐共振、亚组合共振，得到了分岔解，并利用奇异性

理论对幅频曲线的拓朴结构分类，进行了拟全局分

岔的研究［*4］!陈恩利用此模型研究了两个激励作

用下的多自由度滞后非线性系统的亚谐共振以及

滞后非线性受电弓在多频激励下的共振与分岔问

题［*5］!李韶华利用这种模型研究了滞后非线性汽

车悬架中的分岔和混沌现象［*6，0+］!

图3 位移和速度0次方模型

7#8!3 9:;<&=>#?@?@&ABC&;D<#EF=GA&:&$?

G$<?@&ABC&;DH&=;A#?I

! "#$%&’(模型

近年来，随着智能材料的高速发展，对于电流

变液（JK）和磁流变液（)K）的研究日益受到人们

的关注!)K和JK的阻尼力均呈现明显的滞后非

线性，描述它们的模型有很多，其中应用最广的是

L#$8@G:模型!M?G$>GI于/654年提出了基于电流

变液的L#$8@G:模型［0/］，后来有很多人又把它用

于磁流变液!其表达式为

)（*）#"+E#8$（,）&-/, （5）

模型示意图如图4所示!该模型中的阻尼力由粘性

阻尼力和库仑阻尼力两部分组成，当外力小于屈服

力"+时，相对速度,等于零，)K不流动；当外力

超过"+ 时，)K屈服并开始流动，相对速度不为

零!该模型形式简单，利于理论研究!但不包含滞后

环节，在小应变下把)K简单视为刚体而忽略了其

类粘弹性本构关系，对力.速度曲线中的滞后非线

性不能很好拟合!

图4 L#$8@G:模型

7#8!4 L#$8@G::;<&=

针对上述缺点，人们对L#$8@G:模型进行了很
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多合理地改进，下面仅介绍其中的!种!
（"）双线性滞回模型

在大量实验工作基础上，杨绍普对#$%&’()模

型进行了改进，提出了一种双线性滞回模型［!*］，其

表达式为

"#$"%&’"%()*+（%&,-+）%.!+

"#$"%&’"%()*+（%&’-+）%."
#
$

% +
（,）

图- 双线性滞回模型

.$&/- #$0$%1(2’3451215$6)7810

图-是此种双线性滞回模型的示意图，图中的

横坐标是速度，纵坐标是9:.阻尼力!当-+取+
时，这 种 改 进 模 型 就 变 为#$%&’()模 型!因 此，

#$%&’()模型可看作这种改进模型的一个特例!该
模型包含滞后环，当外力小于屈服力"% 时，9:也

可能发生流动，考虑了小应变情况下材料的粘弹

性!!个参数分别是零力速度-+，阻尼系数$"，和

9:.的屈服力"%，它们与9:.的可压缩性有关，

具有明确的物理意义!另外，这种模型的形式比较

简单，不含积分项或微分项，易于理论推导!杨绍普

等利用此种模型研究了天棚阻尼系统的动力学特

性，得到了系统的"次近似解，并进行了数值验证!
研究表明，此模型对力/位移曲线和力/速度

曲线都能很好地拟合!
（*）改进的#$%&’()模型

郭树起等提出了另外一种改进的#$%&’()模

型［!!］，其表达式为

"01#2"4&%34’
-+
5+（ ）4 ’2*34’-+5+（ ）4

（"+）

其中，4是相对位移；34是相对速度；2"为屈服

力；2*与粘性阻尼系数有关，-+和5+表示阻尼力

为零时滞后的临界速度和临界位移的绝对值!模型

的示意图如图,示!该模型更加合理地反映了9:.
的滞后非线性特性，不仅考虑了小应变下的粘弹

性，而且可以模拟极限速度时的*个顺时针滞回

环!他们还推导出了此模型在正弦激励下的等价形

式，并在此基础上分析了单自由度隔振系统的动力

响应特性，求得了最大速度、最小速度、两个临界速

度和时滞!

图, 改进#$%&’()模型

.$&/, ;21<$418=$%&’())7810

（!）机电耦合模型

潘存治等提出了一种用于控制的机电耦合模

型［!>］，此模型的基本思想是将阻尼器与控制设备

看作一个完整的系统，目的是既可描述阻尼器的非

线性特性，又便于实现实时控制!模型的结构图如

图"+示!该模型由>个子模型组成，构成一个有机

的整体，输入是控制电流和相对速度，输出是阻尼

力!>个子模型的表达式分别为

图"+ 机电耦合模型

.$&/"+ ;%1016527?)16’(%$6(067@A0$%&)7810

（(）电磁响应模型

2（6）78#9（6）71’!8 （""）

其中，71，78，!8 分别表示控制电流、实际的激励电

流和误差，6为微分算子!
（=）磁饱和模型

2:#;（78） （"*）

其中2:为阻尼力的峰值!
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（!）力学响应模型

!（"）#$%（"）&’() （"#）

其中，&’，#，)，!（"），%（"）分别表示相对速度，动

力学等价速度，误差和微分算子*
（$）%&’()*+模型的光滑替代模型

+,$
,-,

"(-./（.!#）.-, （"0）

其中，+,，!分别表示阻尼力和阻尼器的结构参数*
他们通过实验对此模型进行了参数辩识，并将

数值仿真结果和实验结果进行了对比，二者基本一

致*

! 结论

目前，滞后非线性模型的研究还远远不够，还

有很多工作值得我们去做1首先，对已有模型的改

进还应采用更多的力学模型进行实验验证和理论

研究，进一步验证改进的有效性和合理性1对提出

的新模型应与其它滞后非线性模型进行比较，进一

步研究其特点及应用场合，使其发挥更大的作用，

为工程实际服务1另外，对新模型的建立和新的参

数辨识方法的研究也应持之以恒，继续努力1
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