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基于网络核心体的复杂网络控制分析 *
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摘要 针对无向网络实际控制问题，提出了一种有效设置控制输入矩阵，从而完成网络控制的方法 .该方法

表明，在一定条件下，对网络控制核心体实施控制即可控制整个网络 .实例检验了理论分析的结果，表明该理

论的正确性和可行性 .该项研究揭示了无向网络中重要结构对整个网络的支配作用，为控制大型复杂网络提

供了一个有效的方法 .
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引言

复杂网络是将现实世界中各种大型复杂关联

系统抽象成网络图进行研究的一种理论工具 .现实

生活中存在着各种各样的复杂网络，如生物网

络［1］、交通网络［2］、社会网络［3］、信息网络［4］等 .这些

复杂网络展现出丰富的动力学特性［5］，如同步、涌

现等［6-8］.认识复杂网络是一个重要而漫长的过程，

这一领域的研究工作面临着诸多的挑战［9］.目前，

研究人员对复杂网络动力学的探索已经取得了一

些进展，主要集中在复杂网络的传播［10］、搜索［11］、同

步［12，13］、控制［14］等问题 .其中网络控制问题已经成

为网络科学的一个重要研究方向 .
复杂网络可控是指网络系统在适当的输入作

用下，在有限时间内可以在任意两个状态之间传递

的性质 .其中，需要被独立输入作用的节点称为驱

动节点 .近年来，关于网络可控性的研究已经有了

一些突出成果 .2011年，Liu等［15］在Nature首次基于

线性系统思想研究了复杂网络的结构可控问题 .该
文献利用 Kalman可控条件从理论上证明了网络结

构可控所需要的驱动节点为该网络最大匹配中的

未匹配节点 .但该理论只适用于边权可独立选取的

有向复杂网络，在无向复杂网络或给定权重的网络

中不适用 .进而Yuan等［16］提出严格可控理论对结构

可控理论进行了优化 .严格可控理论将网络可控性

问题转化为邻接矩阵特征值的问题，说明复杂网络

驱动节点数等于该邻接矩阵特征值的最大几何重

数［16，17］，并且通过对矩阵进行初等变换可以找到对

应的驱动节点 .特别地，对于稀疏网络，网络的驱动

节点数由网络邻接矩阵的秩决定 .然而，复杂网络

系统含有成千上万的节点，直接运用上面的方法计

算和寻找控制网络的驱动节点是非常困难的 .
本研究关注无向无权网络的实际控制问题，设

置完整的控制输入矩阵满足系统的严格可控条件 .
文中网络中的一度节点、它的邻居和连边共同组成

的结构称为网络叶子 .已有的研究表明，删除叶子

以及与叶子的连边不会改变网络的零度（nullity）［18］.
从网络控制理论来说，这个结论表明对于无向的零

特征值占优网络，删除叶子以及与叶子的连边不会

改变网络的可控性能 .那么，这种删除法是否也有

利于控制输入矩阵的设置呢？本文基于线性系统

的 PBH可控性条件，给出网络核心体可控则整个

网络可控的充要条件 .利用该结论，我们可以持续

删除网络叶子，直到网络中不存在叶子为止，得到

一个子结构——网络核心体 .其中，不同删除顺序

得到的网络控制核心体中的节点数以及节点之间
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的连接关系相同［18］.再对该网络核心体设置控制输

入矩阵 .然后逐步回溯验证网络可控条件，从而实

现对网络控制核心体实施控制，即可完全控制原始

网络 .该方法适用于大量稀疏的无向网络，为网络

控制输入矩阵的设置开辟了新的路径 .
1 基础知识

考虑以下含有 n个节点的无向网络动力学

系统［19，20］：

ẋ = Ax + Bu （1）
式中，x=（x1，x2，⋯，xn）T表示 n个节点的状态；A=
（aij）∈R n×n为系统的邻接矩阵，其中，aij=0表示节点

i、j之间没有连接，aij=1表示节点 i、j之间存在连接，

aii=0；B∈R n×m为列满秩输入矩阵，其中 B的列数表

示需要独立控制的节点个数 .如果B不是列满秩矩

阵，则说明整个控制系统有多余的控制输入，可以

进一步简化［16］.u=（u1，u2，⋯，um）T为m个独立的控

制输入 .系统（1）可控的充要条件为下列条件之一

成立［19，20］：

①Kalman条件

rank [ B，AB，A2B，⋯，An - 1B ] = n （2）
②PBH条件

∀λ，rank(λIn - A，B ) = n （3）
其中，λ为矩阵A对应的特征值，In为n阶单位矩阵 .

对于含有叶子结构的稀疏无向复杂网络，持续

地删除网络叶子及其连边并保留孤立节点，直至整

个网络不再包含度为 1的节点，最终得到的所有连

通集团和孤立节点共同构成了网络的核心体 .不失

一般性，可以将含有叶子结构的复杂网络邻接矩阵

A表示为如下形式：

A = ( )0 1 0
1 0 αT

0 α A0
（4）

其中第一个节点的度为 1，其邻居为第二个节点，

它们及其之间的连边被称为网络的叶子 .向量α表

示叶子与其余节点的连接情况 .矩阵 A0是（n−2）×
（n−2）阶方阵，表示删除叶子及其连接后所有剩余

节点之间的连接情况 .
2 主要工作

2.1 控制理论

通过持续删除网络叶子并保留孤立节点，网络

的控制核心体中只包含孤立节点和一些规模较小

的连通集团 .显然，孤立节点一定需要直接的独立

控制输入，所以必然是驱动节点 .网络的其它驱动

节点则包含在剩下的小规模的连通集团中，可以通

过文献［16］中提出的对邻接矩阵进行初等变换的

方法找到其对应的驱动节点，从而高效快速地完成

对原始网络驱动节点的寻找 .通过这种处理之后，

一个无向复杂网络可控问题被拆分成多个小集团

的可控问题，即网络核心体的可控问题 .驱动节点

可以从网络核心体中寻找，整个控制输入矩阵是否

也可以从网络核心体中寻找呢？换句话说，如果完

成了对网络核心体的控制，是否就可以控制整个网

络？为此，我们通过以下定理回答了上述问题，该

定理给出了对网络核心体实施控制即可完全控制

原始网络的条件 .
定理：设A为网络的邻接矩阵，A0为（n−2）×（n−

2）阶方阵，表示删去一个叶子后得到的子网络对应

的邻接矩阵 .若子网络A0是可控的，即存在B0B0，使

得（A0，B0B0）可控 .则原始网络在 B0B0所对应的控

制输入B0B0的作用下也是可控的，如果以下不等式

之一成立：

（i）αTV2 (λ) ≠ 0 （5）
（ii）λ

-1 ≠
-1

λ - αTV1 (λ)α （6）
式中，α为 n−2维的向量，表示叶子与其余节点的

连接情况 .为矩阵A0的特征值 .V1（λ）、V2（λ）满足以

下等式：

(λIn - 2 - A0，B0 ) ( )V1 (λ) V2 (λ)
V3 (λ) V4 (λ) = ( In - 2，0)（7）

证明：不失一般性，将 A改写为等式（4）的形

式 .由于矩阵A0对应的系统可由B0控制，由PBH条

件（3）式可得

rank(λIn - 2 - A0，B0 ) = n - 2
于是，一定存在可逆 V (λ) = ( )V1 (λ) V2 (λ)

V3 (λ) V4 (λ) ，使得

等式（7）成立 .令
B = ( )0B0

，

S (λ) = ( )1 0 0
0 1 αTV1 (λ)
0 0 1

，

U (λ) =
æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

1 0 0 0
0 1 0 0
0 V1 (λ)α V1 (λ) V2 (λ)
0 V3 (λ)α V3 (λ) V4 (λ)

，

则得到G（λ）与V（λ）的关系式：
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G (λ) = S (λ) (λIn - A，B )U (λ)

= ( )λ -1 0 0
-1 λ - αΤV1 (λ)α 0 -αΤV2 (λ)
0 0 In - 2 0

此时，若条件（5）或者条件（6）成立，则

rank(G (λ) ) = n - 2 + 2 = n.
又因为 S（λ），U（λ）均为可逆矩阵，乘法运算不影

响（λIn−A，B）的秩 .因此 rank（λIn−A，B）=n，由 PBH
可控条件，原始网络在控制输入B = ( )0B0

的作用下

是可控的 .
注：定理仅证明一次删除的情形 .在实际使用

中，我们需记录每次删除时的向量 α，利用最终的

控制核心对应的B0逐步回溯验证定理条件 .
2.2 实例分析

考虑一个具有 12个节点的无向稀疏网络，网

络连接情况如图 1所示 .对该无向复杂网络，寻找

网络中的 1度节点，删除叶子并保留孤立节点，直

至网络中不存在 1度节点为止 .删除过程为：第一

次删除节点 11，12和对应连边；第二次删除节点 9，
10和对应连边，产生孤立节点 8；第三次删除节点

6，7和对应连边，以及第四次删除节点 4，5和对应

连边，最终得到网络控制核心体 .在图 1中，空心节

点表示将被删去的节点，被虚线圈起的实心节点和

它们之间的连边构成网络的控制核心体 .网络控制

核心体的邻接矩阵为：

A0 =
æ

è

ç

ç
ç
çç
ç

ö

ø

÷

÷
÷
÷÷
÷

0 1 1 0
1 0 1 0
1 1 0 0
0 0 0 0

，

此时，对邻接矩阵A0进行初等变换可以很容易地找

到对应的一组驱动节点为 1，2和 8节点，并且对它

们实施独立的控制输入可以满足网络控制核心体

的可控性，即控制 1，2和 8节点可以使网络控制核

心体可控 .接着，依次验证删除过程中网络是否满

足控制条件（5）或条件（6）.
第四次删除节点（4，5）时，α4 = (1，0，1，0)Τ，

αT4V24 (λ4 ) = (λ4 + 1，- 1，0) ≠ 0，条件（5）满足；

第三次删除节点（6，7）时，α3=（0，0，1，0，1，0）Τ，

αT3V23 (λ3 ) = (1，1，0) ≠ 0，条件（5）满足；

第 二 次 删 除 节 点 （9，10） 时 ，α2 =
(0，1，0，0，0，0，0，1)Τ，αΤ2V22 (λ2 ) = ( -λ22 - 2λ2，λ32 +
2λ22 - λ2 - 1，1) ≠ 01，1) ≠ 0，条件（5）满足；

第 一 次 删 除 节 点（11，12）时 ，α1 =
(0，0，1，0，0，0，0，0，0，0)Τ， αT1V21 (λ1 ) = ( -1，λ1 2 -
1，0) ≠ 0，条件（5）仍然满足 .

上面验证表明，仅通过控制含有 4个节点的网

络核心体即可控制整个原始网络 .可见，该方法可

以有效地简化对无向复杂网络控制输入的寻找过

程，完成对大型复杂网络的实际控制 .
3 结论

本文针对无向复杂网络寻找控制输入困难的

问题，基于 PBH可控条件和叶子节点删除法给出

了对网络核心体实施控制即可控制原始网络的充

要条件，得到了寻找无向网络中控制输入节点的方

法：①持续删除叶子结构及其连边并保留孤立节点

得到网络核心体；②利用可控条件寻找该核心体的

一个控制输入；③回推验证每一次删除中相关条件

是否满足并得出结论：若条件（5）或条件（6）满足，

表明仅利用该网络核心体的控制输入即可完全控

制原始网络 .
由于条件（5）和条件（6）均为不等式，所以在大

多数情况下该条件均可满足 .这是因为条件（5）和

条件（6）的否定式均为等式，等式的解一定是有限

点集或者空集，这些集合测度均为 0，所以条件（5）
和条件（6）的否定形式成立的参数选择范围小，被

选择的可能性不高 .这样就可以得到条件（5）和条

件（ 6）在大多数情况下均可满足 .因此，对于绝大

多数的无向复杂网络，只要我们完成了对网络控制

核心体的控制，就能控制整个网络 .该结论对解决

大型稀疏网络的控制问题提供了非常简单的思路

和具体的方法 .
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ANALYSIS OF COMPLEX NETWORKS CONTROL
BASED ON CORE *
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Abstract Aiming at actual control of undirected networks，an effective method of setting the input matrix is proposed to
completely control the network. This method shows that under certain conditions，the entire network can be controlled
through controlling the network core only. The theoretical results are further verified by an illustrative example，which
demonstrates the correctness and feasibility of theoretical conclusions. This study reveals the dominated role played by
important structures in undirected networks and provides an effective method for controlling complex networks.
Key words undirected network， network leaves， network controllabilit
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