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非线性边界条件下弯扭耦合梁方程组的吸引子 *
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摘要 研究具有实际背景的弯曲与扭转联合作用下梁方程组在非线性边界条件下的吸引子 .首先通过 Fae⁃
do-Galerkin方法证明整体解的存在唯一性，其次证明系统存在有界吸收集和半群的渐近光滑性，最后得到全

局吸引子的存在 .
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引言

对于力学中梁结构所确定的无穷维动力系统

的研究，很多学者讨论的都是假设梁在对称平面内

的弯曲振动，如果不是这种情况，通常梁的弯曲振

动将会与扭转振动结合起来 .对梁的弯曲与扭转联

合作用的数学模型最初由学者Timoshenko［1］提出：
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其中 w，E，I，Â，N，R，R1，φ，ρ，c，I1分别表示挠度、杨

氏模量、截面惯性矩、梁的横截面面积、轴向内力、

均匀扭转的扭转刚度、翘曲刚度、翘曲函数、单位梁

长的密度、阻尼系数、横截面的形心极惯性矩 .
根据系统影响因素的不同，国内外许多学者分

别从不同的角度进一步建立了与振动因素相对应

的数学模型 .Timoshenko［2］最先提出了该模型，并证

明解的存在唯一性；Andrade［3］在 Timoshenko的基

础上增加一非线性项，在上述相同初始条件下证明

了解的存在性、唯一性及正则性；张建文等［4，5］研究

了在含有二阶空间导数的线性边界条件下的演化

方程的整体解的存在性、唯一性 .
以上多数研究的是该类耦合梁方程组在线性

边界条件下解的存在唯一性，而对于非线性边界下

解的存在唯一性仅有少数研究，如李银玉［6］探究了

在含有三阶空间导数的非线性边界下弱解的存在

性问题 .但是关于弯曲与扭转联合作用下梁方程组

系统的吸引子未见相关报道，因此本文主要探究如

下耦合梁方程组

{utt + cvtt + η1ut + αuxxxx - (a + b||ux||2 )uxx = 0，cutt + γvtt + η2 vt + δvxxxx - β0 vxx = 0.
（1）

其 中 ，c，η1，α，b，γ，a，η2，δ，β0 为 常 数 ，且 c2 <
γ，x ∈ (0，l ).在含有三阶空间导数的非线性边界

条件
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u (0，t ) = ux ( l，t ) = uxx (0，t ) = 0，
uxxx ( l，t ) = f1 (u ( l，t ) ) + g1 (ut ( l，t ) )，
v (0，t ) = vx ( l，t ) = vxx (0，t ) = 0，
vxxx ( l，t ) = f2 ( v ( l，t ) ) + g2 ( vt ( l，t ) )

（2）

和初始条件

{u ( x，0) = u0 ( x )，ut ( x，0) = u1 ( x )，
v ( x，0) = v0 ( x )， vt ( x，0) = v1 ( x ). （3）

下的全局吸引子 .
在本文中，系统（1）-系统（3）描述了一个弯扭

耦合梁的振动，条件（2）的第一、三方程表示该梁在

左端点 x = 0处被铰接 .第二、四方程与 x = l处的剪

切力有关且依赖于函数 f1，g1，f2，g2.进一步作为物

理解释，梁的右侧受到非线性弹性力，用 f1，f2表示，

并受到函数g1，g2表示的一个非线性阻尼 .
1 空间和函数假设

假设梁方程组定义在一维空间，令Ω = (0，l )，
2020⁃02⁃13收到第1稿，2020⁃03⁃29收到修改稿 .
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本文分析基于如下Sobolev空间

U = { u ∈ H 1 (0，l )|u (0 ) = 0 }，
V = { u ∈ H 2 (0，l )|u (0 ) = ux ( l ) = 0 }，
W = { u ∈ V ∩ H 4 (0，l )|uxx (0 ) = 0 } .

设空间H1 = W × W × W × W，由边界条件（2）可知

初始条件满足下式

{u0xxx ( l ) = f1 (u0 ( l ) ) + g1 (u1 ( l ) )，v0xxx ( l ) = f2 ( v0 ( l ) ) + g2 ( v1 ( l ) ) （4）
设空间 H0 = V × U × V × U = H̄1，在 H0 定义如下

范数：||(u，ut，v，vt )||2H0 = ||uxx||2 + ||ut||2 + ||vxx||2 + ||vt||2.
下面对函数作出假设 .函数 fi，gi：R → R ∈ C1 (R )并
且 满 足 fi (0 ) = gi (0 )，存 在 常 数 ki，pi，mi，ρ，r ≥ 0
( i = 1，2)，对∀u，v ∈ R有

fi (u )u ≥ 0， fi (u )u - 2f ̂i (u ) ≥ 0 （5）
|fi (u ) - fi ( v )| ≤ ki (1 + |u|ρ + |v|ρ )|u - v| （6）
(gi (u ) - gi ( v ) ) (u - v ) ≥ pi|u - v|2 （7）
|gi (u ) - gi ( v )| ≤ mi (1 + |u|r + |v|r )|u - v| （8）

其中 f ̂i ( z ) = ∫0z f ( s)ds，在本文中均取 ρ = r = 0.

2 整体解的存在唯一性

定理 2. 1 设空间H1和函数 fi ( ⋅ )，gi ( ⋅ )的假设

条件均成立，若对于任何初值 (u0，u1，v0，v1 ) ∈ H1，则

系 统（1）-（3）有 唯 一 的 正 则 解 (u ( x，t )，v ( x，t ) )
满足：

u ∈ L∞loc (R+，W ) ∩ C0 ( [ 0，∞)；V ) ∩ C1 ( [ 0，∞)；U )，
v ∈ L∞loc (R+，W ) ∩ C0 ( [ 0，∞)；V ) ∩ C1 ( [ 0，∞)；U )，
||ut||2 + ||vt||2 + ||uxx||2 + ||vxx||2 + ||ux||2 + ||vx||2 ≤ M1.
其中M1是一个正常数 .

证明:(近似解) 设ωi为W的基，对m ∈ N，令
Wm = { ω1，ω2，⋅ ⋅ ⋅，ωm}，则有函数

um ( t ) =∑
i = 1

m

gim ( t )wi，vm ( t ) =∑
i = 1

m

him ( t )wi，

对∀ω ∈ Wm，此函数对 { um ( t )，vm ( t ) }是如下逼近系

统的解：

(umtt ( t )，ω ) + c ( vmtt ( t )，ω ) + η1 (umt ( t )，ω ) +
(a + b||umx ( t )||2 ) (umx ( t )，ωx ) + α (umxx ( t )，ωxx ) +
αf1 (um ( l，t ) )ω ( l ) + αg1 (umt ( l，t ) )ω ( l ) = 0

（9）
c (umtt ( t )，ω ) + γ ( vmtt ( t )，ω ) + η2 ( vmt ( t )，ω ) +
δ ( vmxx ( t )，ωxx ) + β0 ( vmx，ωx ) +
δf2 ( vm ( l，t ) )ω ( l ) + δg2 ( vmt ( l，t ) )ω ( l ) = 0

（10）
um (0 ) = um0 ( x )， umt (0 ) = um1 ( x )，
vm (0 ) = vm0 ( x )， vmt (0 ) = vm1 ( x ) （11）

且初始条件满足

{um (0 ) = um0 → u0， umt (0 ) = um1 ( x ) → u1，
vm (0 ) = vm0 → v0， vmt (0 ) = vm1 ( x ) → v1.

事实上，上述方程组是关于时间 t的m × m常微分

方程组 .由 Peano定理知，在 [ 0，tm ]上存在一个解

(um ( x，t )，vm ( x，t ) )，接下来对近似解估计，把区间

[ 0，tm ]延拓到 [ 0，T ] ，∀T > 0.
估计 1：在式（9）中取 ω = 2umt ( t )，在式（10）中

取ω = 2vmt ( t )，两式相加后在区间 (0，t ) ( t ≤ tm )上积

分，得

||umt ( t )||2 + α||umxx ( t )||2 + a||umx ( t )||2 + b2 ||umx ( t )||4 +
γ||vmt ( t )||2 + δ||vmxx ( t )||2 + β0||vmx ( t )||2 +
2αf ̂1 (um ( l，t ) ) + 2δf ̂2 ( vm ( l，t ) ) +
2α ∫0t g1 (umt ( l，t ) )umt ( l，t )dt + 2δ ∫0t g2 ( vmt ( l，t ) ) vmt ( l，t ) dt
= ||umt (0 )||2 + α||umxx (0 )||2 + a||umx (0 )||2 +
2c (umt (0 )，vmt (0 ) ) + b2 ||umx (0 )||4 + γ||vmt (0 )||2 +
δ||vmxx (0 )||2 + β0||vmx (0 )||2 +
2αf ̂1 (um ( l，0) ) + 2δf ̂2 ( vm ( l，0) ) - 2c (umt ( t )，vmt ( t ) ) -
2η1 ∫0t ||umt ( t )||2dt - 2η2 ∫0t ||vmt ( t )||2dt.

（12）
由函数假设条件（5）和条件（7）知：等式左端后四项

都大于零 .因为 c2 < γ，所以
c

γ
< 1，利用Young不

等式得

-2c||umt ( t )|| ⋅ ||vmt ( t )|| ≥ - c

γ
||umt ( t )||2 - c γ ||vmt ( t )||2.

则式（12）变为下面不等式

(1 - c

γ
)||umt ( t )||2 + (γ - c γ )||vmt ( t )||2 + α||umxx ( t )||2 +

δ||vmxx ( t )||2 + a||umx ( t )||2 + b2 ||umx ( t )||4 + β0||vmx ( t )||2

≤ 2η1 ∫0t ||umt ( t )||2dt + 2η2 ∫0t ||vmt ( t )||2dt + C.
其中C是一个正常数，在本文中不同地方的C是不

同的常数 .利用Growall引理，得

||umt ( t )||，||vmt ( t )||，||umxx ( t )||，||vmxx ( t )||，
||umx ( t )||，||vmx ( t )||，||um ( t )||，||vm ( t )|| ≤ M1.

其中M1是一个与m，t无关的正常数 .
估计 2：在式（9）中取ω = umtt (0 )，在式（10）中取

ω = vmtt (0 )，并且 t = 0，变分后两式相加后得
||umtt (0 )||2 + γ||vmtt (0 )||2 + 2c (umtt (0 )，vmtt (0 ) )
= (a + b||umx (0 )||2 ) (umxx (0 )，umtt (0 ) ) - η1 (umt (0 )，umtt (0 ) ) -
η2 ( vmt (0 )，vmtt (0 ) ) - α (umxxxx (0 )，umtt (0 ) ) -
β0 ( vmxx (0 )，vmtt (0 ) ) - δ ( vmxxxx (0 )，vmtt (0 ) ).

利用Cauchy不等式，由初始条件收敛性，得
||umtt (0 )||2 + γ||vmtt (0 )||2 + 2c (umtt (0 )，vmtt (0 ) )

≤ C||umtt (0 )|| + C||vmtt (0 )||.
类似于估计1中的讨论，进而根据配方法可得

||umtt (0 )|| ≤ M2， ||vmtt (0 )|| ≤ M2， ∀t ∈ [ 0，T ] .
估计 3：在式（9）中分别取 t = t + ξ和t = t，得新

的两式，然后将两式作差后再取 ω = umt ( t + ξ ) -
umt ( t ).同理，在式（10）中用类似方法，但此时取ω =
vmt ( t + ξ ) - vmt ( t )，最后两式相加得
1
2
d
dt ϕm ( t，ξ ) + η1||umt ( t + ξ ) - umt ( t )||2 +
η2||vmt ( t + ξ ) - vmt ( t )||2
= b||umx ( t + ξ )||2 (umx ( t + ξ )，umxt ( t + ξ ) - umxt ( t ) ) -
b||umx ( t )||2 (umx ( t )，umxt ( t + ξ ) - umxt ( t ) ) -
α [ f1 (um ( l，t + ξ ) ) - f1 (um ( l，t ) ) ] (umt ( l，t + ξ ) - umt ( l，t ) ) -
α [ g1 (umt ( l，t + ξ ) ) - g1 (umt ( l，t ) ) ] (umt ( l，t + ξ ) - umt ( l，t ) ) -
δ [ f2 ( vm ( l，t + ξ ) ) - f2 ( vm ( l，t ) ) ] ( vmt ( l，t + ξ ) - vmt ( l，t ) ) -
δ [ g2 ( vmt ( l，t + ξ ) ) - g2 ( vmt ( l，t ) ) ] ( vmt ( l，t + ξ ) - vmt ( l，t ) )

（13）
其中
ϕm ( t，ξ ) = ||umt ( t + ξ ) - umt ( t )||2 + a||umx ( t + ξ ) - umx ( t )||2 +

α||umxx ( t + ξ ) - umxx ( t )||2 + γ||vmt ( t + ξ ) - vmt ( t )||2 +
β0||vmx ( t + ξ ) - vmx ( t )||2 + δ||vmxx ( t + ξ ) - vmxx ( t )||2 +
2c (umt ( t + ξ ) - umt ( t )，vmt ( t + ξ ) - vmt ( t ) ).

因为u (0，t ) = ux ( l，t ) = uxx (0，t ) = 0[ 7 ]，所以有

||u||∞ ≤ l ||ux||，||ux||∞ ≤ l ||uxx||，
||ux|| ≤ l||uxx|| （14）

由式（14）、中值定理、函数假设条件（7）对式（13）右

端估计、再利用Growall不等式得

ϕm ( t，ξ ) ≤ ϕm (0，ξ )exp (CT )， ∀t ∈ [ 0，T ] .
上述不等式两边同时除以 ξ2，并令 ξ → 0，根据导

数的定义得
||umtt ( t )||2 + a||umxt ( t )||2 + α||umxxt ( t )||2 + γ||vmtt ( t )||2 +
β0||vmxt ( t )||2 + δ||vmxxt ( t )||2 + 2c (umtt ( t )，vmtt ( t ) )
≤ [ ||umtt (0 )||2 + a||umxt (0 )||2 + α||umxxt (0 )||2 +
γ||vmtt (0 )||2 + β0||vmxt (0 )||2 + δ||vmxxt (0 )||2 +
2c (umtt (0 )，vmtt (0 ) ) ] exp(CT )

（15）
由估计 2和初始条件的收敛性可知：存在仅依赖于

T的常数M3 > 0，对∀t ∈ [ 0，T ]有
||umtt ( t )||，||umxt ( t )||，||umxxt ( t )||，||vmtt ( t )||，||vmxt ( t )||，| |vmxxt ( t )|| ≤ M3.
唯一性：假设 (u，v )，( ū，v̄ )是方程组的两组解，记w =
u - ū，w̄ = v - v̄，则w，w̄满足系统

ì

í

î

ïï
ïï

wtt + cw̄tt + η1wt + αwxxxx - awxx

= b (||ux||2 - ||ūx||2 )ūxx + b||ux||2wxx，

cwtt + γw̄tt + η2 w̄t + δw̄xxxx - β0 w̄xx = 0
（16）

和初始条件

w (0 ) = w̄ (0 ) = 0， wt (0 ) = w̄t (0 ) = 0 （17）
及边界条件

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
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w (0，t ) = wx ( l，t ) = wxx (0，t ) = 0，
w̄ (0，t ) = w̄x ( l，t ) = w̄xx (0，t ) = 0，
wxxx ( l，t ) = f1 (u ( l，t ) ) - f1 ( ū ( l，t ) ) +

g1 (ut ( l，t ) ) - g1 ( ūt ( l，t ) ) =Δ Λf + Λg，
w̄xxx ( l，t ) = f2 ( v ( l，t ) ) - f2 ( v̄ ( l，t ) ) +

g2 ( vt ( l，t ) ) - g2 ( v̄ t ( l，t ) ) =Δ Λf ͂ + Λg͂.
（18）

将方程（16）中的第一个方程与 wt取内积，第二个

方程与 w̄t取内积，然后两式相加得
1
2
d
dt (||wt||2 + α||wxx||2 + a||wx||2 + γ||w̄t||2 +
δ||w̄xx||2 + β0||w̄x||2 + 4c (wt，w̄t )) +
η1||wt||2 + η2||w̄t||2

= b (||ux||2 - ||ūx||2 ) ( ūxx，wt ) + b||ux||2 (wxx，wt ) -
αwxxx ( l )wt ( l ) - δw̄xxx ( l ) w̄t ( l )

（19）
由边界条件（18）、中值定理与估计 1、3对式

（19）右端近似估计，最终得到某个常数C > 0，
d
dt (||wt||2 + α||wxx||2 + a||wx||2 + γ||w̄t||2 +

δ||w̄xx||2 + β0||w̄x||2 + 4c (wt，w̄t ))
≤ C (||wx||2 + ||w̄x||2 + ||wt||2 + ||wxx||2 ).

根据Growall引理，得w = 0，w̄ = 0，所以

u ( x，t ) = ū ( x，t )，v ( x，t ) = v̄ ( x，t ).
唯一性证毕 .
因 为 uxx，uxxt，vxx，vxxt ∈ L2 (0，∞；L2 (0，l ) )，则

u ( x，t )，v ( x，t ) ∈ C0 ( [ 0，∞)；V )，也可得

u ( x，t )，v ( x，t ) ∈ C1 ( [ 0，∞)；U ).定理3.1证毕 .
下面根据稠密性理论，证明系统（1）在初边值

（2）-（3）下弱解的存在唯一性 .
定理 2. 2 设空间H0与函数 fi ( ⋅ )，gi ( ⋅ )的假设

条件均成立，对于任何初值 (u0，u1，v0，v1 ) ∈ H0，系统

（1）-（3）在H0中存在唯一只与初值有关的弱解 .
证明： 设 (u0，u1，v0，v1 ) ∈ H0，因为 H1在 H0中

稠，则存在 (u0n，u1n，v0n，v1n ) ∈ H1，使得

u0n → u0 在V中，u1n → u1 在U中 .
v0n → v0 在V中，v1n → v1 在U中 .

对于任意一个 n ∈ N，存在 (un，vn )满足系统（1）-
（3），有下列式成立

26
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利用Cauchy不等式，由初始条件收敛性，得
||umtt (0 )||2 + γ||vmtt (0 )||2 + 2c (umtt (0 )，vmtt (0 ) )

≤ C||umtt (0 )|| + C||vmtt (0 )||.
类似于估计1中的讨论，进而根据配方法可得

||umtt (0 )|| ≤ M2， ||vmtt (0 )|| ≤ M2， ∀t ∈ [ 0，T ] .
估计 3：在式（9）中分别取 t = t + ξ和t = t，得新

的两式，然后将两式作差后再取 ω = umt ( t + ξ ) -
umt ( t ).同理，在式（10）中用类似方法，但此时取ω =
vmt ( t + ξ ) - vmt ( t )，最后两式相加得
1
2
d
dt ϕm ( t，ξ ) + η1||umt ( t + ξ ) - umt ( t )||2 +
η2||vmt ( t + ξ ) - vmt ( t )||2
= b||umx ( t + ξ )||2 (umx ( t + ξ )，umxt ( t + ξ ) - umxt ( t ) ) -
b||umx ( t )||2 (umx ( t )，umxt ( t + ξ ) - umxt ( t ) ) -
α [ f1 (um ( l，t + ξ ) ) - f1 (um ( l，t ) ) ] (umt ( l，t + ξ ) - umt ( l，t ) ) -
α [ g1 (umt ( l，t + ξ ) ) - g1 (umt ( l，t ) ) ] (umt ( l，t + ξ ) - umt ( l，t ) ) -
δ [ f2 ( vm ( l，t + ξ ) ) - f2 ( vm ( l，t ) ) ] ( vmt ( l，t + ξ ) - vmt ( l，t ) ) -
δ [ g2 ( vmt ( l，t + ξ ) ) - g2 ( vmt ( l，t ) ) ] ( vmt ( l，t + ξ ) - vmt ( l，t ) )

（13）
其中
ϕm ( t，ξ ) = ||umt ( t + ξ ) - umt ( t )||2 + a||umx ( t + ξ ) - umx ( t )||2 +

α||umxx ( t + ξ ) - umxx ( t )||2 + γ||vmt ( t + ξ ) - vmt ( t )||2 +
β0||vmx ( t + ξ ) - vmx ( t )||2 + δ||vmxx ( t + ξ ) - vmxx ( t )||2 +
2c (umt ( t + ξ ) - umt ( t )，vmt ( t + ξ ) - vmt ( t ) ).

因为u (0，t ) = ux ( l，t ) = uxx (0，t ) = 0[ 7 ]，所以有

||u||∞ ≤ l ||ux||，||ux||∞ ≤ l ||uxx||，
||ux|| ≤ l||uxx|| （14）

由式（14）、中值定理、函数假设条件（7）对式（13）右

端估计、再利用Growall不等式得

ϕm ( t，ξ ) ≤ ϕm (0，ξ )exp (CT )， ∀t ∈ [ 0，T ] .
上述不等式两边同时除以 ξ2，并令 ξ → 0，根据导

数的定义得
||umtt ( t )||2 + a||umxt ( t )||2 + α||umxxt ( t )||2 + γ||vmtt ( t )||2 +
β0||vmxt ( t )||2 + δ||vmxxt ( t )||2 + 2c (umtt ( t )，vmtt ( t ) )
≤ [ ||umtt (0 )||2 + a||umxt (0 )||2 + α||umxxt (0 )||2 +
γ||vmtt (0 )||2 + β0||vmxt (0 )||2 + δ||vmxxt (0 )||2 +
2c (umtt (0 )，vmtt (0 ) ) ] exp(CT )

（15）
由估计 2和初始条件的收敛性可知：存在仅依赖于

T的常数M3 > 0，对∀t ∈ [ 0，T ]有
||umtt ( t )||，||umxt ( t )||，||umxxt ( t )||，||vmtt ( t )||，||vmxt ( t )||，| |vmxxt ( t )|| ≤ M3.
唯一性：假设 (u，v )，( ū，v̄ )是方程组的两组解，记w =
u - ū，w̄ = v - v̄，则w，w̄满足系统

ì

í

î

ïï
ïï

wtt + cw̄tt + η1wt + αwxxxx - awxx

= b (||ux||2 - ||ūx||2 )ūxx + b||ux||2wxx，

cwtt + γw̄tt + η2 w̄t + δw̄xxxx - β0 w̄xx = 0
（16）

和初始条件

w (0 ) = w̄ (0 ) = 0， wt (0 ) = w̄t (0 ) = 0 （17）
及边界条件

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

w (0，t ) = wx ( l，t ) = wxx (0，t ) = 0，
w̄ (0，t ) = w̄x ( l，t ) = w̄xx (0，t ) = 0，
wxxx ( l，t ) = f1 (u ( l，t ) ) - f1 ( ū ( l，t ) ) +

g1 (ut ( l，t ) ) - g1 ( ūt ( l，t ) ) =Δ Λf + Λg，
w̄xxx ( l，t ) = f2 ( v ( l，t ) ) - f2 ( v̄ ( l，t ) ) +

g2 ( vt ( l，t ) ) - g2 ( v̄ t ( l，t ) ) =Δ Λf ͂ + Λg͂.
（18）

将方程（16）中的第一个方程与 wt取内积，第二个

方程与 w̄t取内积，然后两式相加得
1
2
d
dt (||wt||2 + α||wxx||2 + a||wx||2 + γ||w̄t||2 +
δ||w̄xx||2 + β0||w̄x||2 + 4c (wt，w̄t )) +
η1||wt||2 + η2||w̄t||2

= b (||ux||2 - ||ūx||2 ) ( ūxx，wt ) + b||ux||2 (wxx，wt ) -
αwxxx ( l )wt ( l ) - δw̄xxx ( l ) w̄t ( l )

（19）
由边界条件（18）、中值定理与估计 1、3对式

（19）右端近似估计，最终得到某个常数C > 0，
d
dt (||wt||2 + α||wxx||2 + a||wx||2 + γ||w̄t||2 +

δ||w̄xx||2 + β0||w̄x||2 + 4c (wt，w̄t ))
≤ C (||wx||2 + ||w̄x||2 + ||wt||2 + ||wxx||2 ).

根据Growall引理，得w = 0，w̄ = 0，所以

u ( x，t ) = ū ( x，t )，v ( x，t ) = v̄ ( x，t ).
唯一性证毕 .
因 为 uxx，uxxt，vxx，vxxt ∈ L2 (0，∞；L2 (0，l ) )，则

u ( x，t )，v ( x，t ) ∈ C0 ( [ 0，∞)；V )，也可得

u ( x，t )，v ( x，t ) ∈ C1 ( [ 0，∞)；U ).定理3.1证毕 .
下面根据稠密性理论，证明系统（1）在初边值

（2）-（3）下弱解的存在唯一性 .
定理 2. 2 设空间H0与函数 fi ( ⋅ )，gi ( ⋅ )的假设

条件均成立，对于任何初值 (u0，u1，v0，v1 ) ∈ H0，系统

（1）-（3）在H0中存在唯一只与初值有关的弱解 .
证明： 设 (u0，u1，v0，v1 ) ∈ H0，因为 H1在 H0中

稠，则存在 (u0n，u1n，v0n，v1n ) ∈ H1，使得

u0n → u0 在V中，u1n → u1 在U中 .
v0n → v0 在V中，v1n → v1 在U中 .

对于任意一个 n ∈ N，存在 (un，vn )满足系统（1）-
（3），有下列式成立
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{uttn + cvttn + η1utn + αuxxxxn - (a + b||uxn||2 )uxxn = 0，cuttn + γvttn + η2 vtn + δvxxxxn - β0 vxxn = 0.
（20）

{un ( x，0) = u0n ( x )，utn ( x，0) = u1n ( x )，
vn ( x，0) = v0n ( x )， vtn ( x，0) = v1n ( x ). （21）
ì

í

î

ï
ï
ï
ï

un (0，t ) = uxn ( l，t ) = uxxn (0，t ) = 0，
uxxxn ( l，t ) = f1 (un ( l，t ) ) + g1 (utn ( l，t ) )，
v (0，t ) = vxn ( l，t ) = vxxn (0，t ) = 0，
vxxxn ( l，t ) = f2 ( vn ( l，t ) ) + g2 ( vtn ( l，t ) ).

（22）

对方程（20）中的第一个方程与 utn做内积，第二个

方程与 vtn 做内积，两式相加可得 ||utn||2 + ||vtn||2 +
||uxxn||2 + ||vxxn||2 + ||uxn||2 + ||vxn||2 ≤ C0. 其中 C0 是一

个与 n ∈ N无关的正常数 .设 (un，vn )，(um，vm )是方程

（20）的 两 组 解 ，令 Zn，m = un - um，Z͂n，m = vn -
vm，n，m ∈ N，与正则解的唯一性步骤相似，并且考

虑到u0n，u1n，v0n，v1n的收敛性，则存在 (u，v )满足

un → u在C ( [ 0，T ]；V )强收敛，

utn → ut 在C ( [ 0，T ]；U )强收敛，

vn → v在C ( [ 0，T ]；V )强收敛，

vtn → vt 在C ( [ 0，T ]；U )强收敛 .
由上面的收敛性，并取n → ∞，则有

{utt + cvtt + η1ut + αuxxxx - (a + b||ux||2 )uxx = 0，cutt + γvtt + η2 vt + δvxxxx - β0 vxx = 0.
定理2.2证毕 .
注：由定理 2.2可知系统（1）-（3）能在空间 H0

上定义一个连续半群 .如果 (u0，u1，v0，v1 ) ∈ H0，那么

可以引入映射
{ S ( t ) } t ≥ 0：(u0，u1，v0，v1 ) → (u ( t )，ut ( t )，v ( t )，vt ( t ) )
它是 H0 到 H0 的一个映射并且满足半群性质，则

S ( t )是定义在H0上的连续半群 .
3 全局吸引子

定义 3. 1 对任何一个有界集 B ⊂ H，存在

tB = t (B ) ≥ 0 满 足 S ( t )B ⊂ B，∀t ≥ tB，则 有 界 集

B ⊂ H是半群 S ( t )的一个吸收集，定义 (H，S ( t ) )是
一个耗散的动力系统［8］.

定理 3. 2 在定理 2.2的假设（u0，u1，v0，v1）∈H0
下，系统（1）-（3）相对应的半群 S ( t )在空间H0上存

在有界吸收集 .
证明 : 任 取 一 个 有 界 集 B ∈ H0，使 初 值

(u0，u1，v0，v1 ) ∈ B，满足

(u ( t )，ut ( t )，v ( t )，vt ( t ) ) = S ( t ) (u0，u1，v0，v1 ).
首先给出能量等式

E ( t ) = 12 (||ut||2 + α||uxx||2 + a||ux||2 +
b
2 ||ux||4 +

γ||vt||2 + δ||vxx||2 + β0||vx||2 ) +
αf ̂1 (u ( l，t ) ) + δf ̂2 ( v ( l，t ) ) + c (ut，vt ).

（23）
定义辅助函数

φ ( t ) = ∫0l (utu + γvt v + cvtu + cut v +
η1
2 u2 +

η2
2 v2 )dx （24）

系统（1）的第一个方程与 ut + εu做内积，第二个方

程与 vt + εv做内积，然后将所得两式相加并整理有
d
dt E ( t ) + ε

d
dt φ ( t ) + 2εE ( t ) +

bε
2 ||ux||4 + η1||ut||2 +

η2||vt||2 + αg1 (ut ( l，t ) )ut ( l，t ) + δg2 ( vt ( l，t ) ) vt ( l，t )
= [ 2εαf ̂1 (u ( l，t ) ) - εαf1 (u ( l，t ) )u ( l，t ) ] +
[ 2εδf ̂2 ( v ( l，t ) ) - εδf2 ( v ( l，t ) ) v ( l，t ) ] -
εαg1 (ut ( l，t ) )u ( l，t ) - εδg2 ( vt ( l，t ) ) v ( l，t ) +
4εc (ut，vt ) + 2ε||ut||2 + 2γε||vt||2

（25）
根据条件（5）得

|2εαf ̂1 (u ( l，t ) ) - εαf1 (u ( l，t ) )u ( l，t )| ≤ 0，
|2εδf ̂2 ( v ( l，t ) ) - εδf2 ( v ( l，t ) ) v ( l，t )| ≤ 0.

根据条件（8）、条件（14），||ux||2 ≤ C0，C0是一个只与

B有关的正常数，结合Young不等式有

|εαg1 (ut ( l，t ) )u ( l，t )| ≤ |3m1εαut ( l )u ( l )|
≤ 3m1εα

2 |ut ( l )|2 + 3m1εαlC0
2 ，

|εδg2 ( vt ( l，t ) ) v ( l，t )| ≤ 3m2εδ
2 |vt ( l )|2 + 3m2εδlC0

2
（26）

根据条件（7）得

|αg1 (ut ( l，t ) )ut ( l，t )| ≥ αp1|ut ( l，t )|2，
|δg2 ( vt ( l，t ) ) vt ( l，t )| ≥ δp2|vt ( l，t )|2.

把上述估计代入式（25），进一步整理得
d
dt E ( t ) + ε

d
dt φ ( t ) + 2εE ( t ) +

bε
2 ||ux||4 +

(η1 - 2εc - 2ε )||ut||2 + (η2 - 2εc - 2γε )||vt||2 +
(αp1 - 3m1εα

2 )|ut ( l，t )|2 + ( δp2 - 3m2εδ
2 )|vt ( l，t )|2

≤ 3m1εαlC0
2 + 3m2εδlC0

2 ，

取 0 < ε ≤ min { 2p1 3m1，2p2 3m2，η1 (2 + c )
η2 (2c + 2γ ) } = ε0足够小时，得到

d
dt E ( t ) + ε

d
dt φ ( t ) + 2εE ( t ) ≤

3m1εαlC0
2 +

3m2εδlC0
2 . （27）
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由能量等式（23），得

E ( t ) ≥ α2 ||uxx||2 +
δ
2 ||vxx||2 + (1 -

c
2 )||ut||2 +

(γ - c2 )||vt||2 ≥ ρ0||(u，ut，v，vt )||2H0.
（28）

其 中 ρ0 = min { α 2，δ 2，(1 - c ) 2，(γ - c ) 2 } .
设 Eε ( t ) = E ( t ) + εφ ( t )，则根据 φ ( t )的定义并利用

Young不等式，得

|Eε ( t ) - E ( t )| = |εφ ( t )| ≤ εC1E ( t ) （29）
其 中 C1 = max {1 + 2c，γ + 2c，1 + c + η，γ + c +
η2}，不难推出对ε足够小时，有

1
2 E ( t ) ≤ Eε ( t ) ≤ 32 E ( t ) （30）

结合Eε ( t )的定义，同时把式（30）代入式（27）得

d
dt Eε ( t ) + 4ε3 Eε ( t ) ≤ ε ( 3m1αlC0

2 + 3m2 δlC0
2 )，

应用Growall不等式有

Eε ( t ) ≤ Eε (0 )e-
4ε
3 t + [ 98 C0 l (m1α + m2 δ ) ]

(1 - e- 4ε3 t )
（31）

因为正不变集B有界，Eε (0 )也有界，则存在 tB > 0，
当 tB足够大时，有

1
2 E ( t ) ≤ Eε ( t ) ≤ 98 C0 l (m1α + m2 δ ) （32）

从式（28）可得，∀t > tB，
ρ0||(u，ut，v，vt )||2H0 ≤ E ( t ) ≤ 94 C0 l (m1α + m2 δ ).

因此

B = {(u，ut，v，vt ) ∈ H0：||(u，ut，v，vt )||2H0 ≤
9
4ρ0 C0 l (m1α + m2 δ ) } .是系统的一个有界吸收集 .

引理 3. 3

［9］ 设H是一个巴拿赫空间，对于任

何正不变有界集 B ⊂ H，∀ε > 0，∃T = T (ε，B )，满

足 ||S (T ) x - S (T ) y|| ≤ ε + ϕT ( x，y )，∀x，y ∈ B
这里ϕT：H × H → R满足对于任意序列{ zn} ∈ B，

lim
k → ∞ inf liml → ∞ infϕT ( zk，zl ) = 0

那么半群S ( t )在H中渐近光滑 .
引理 3. 4

［10］ 若 S ( t )是定义在度量空间H上的

耗散的连续半群，当且仅当它在H中渐近光滑，则

S ( t )在H中有紧的全局吸引子 .
定理3. 5 在定理2.2的假设 (u0，u1，v0，v1 ) ∈ H0

下，系统（1）-（3）相对应的半群 S ( t )在 H0 中渐近

光滑 .
证明： 任取一个有界集 B ∈ H0，给定初值

(u0，u1，v0，v1 )，( ū0，v̄1，v̄0，v̄1 ) ∈ B，设 (u，v )，( ū，v̄ ) 是 系

统的解，那么 w = u - ū，w̄ = v - v̄满足系统（16）及

边界条件（18）.设能量等式

F ( t ) = 12 (||wt||2 + α||wxx||2 + a||wx||2 + γ||w̄t||2 +
δ||w̄xx||2 + β0||w̄x||2 + b||wx||2||ux||2 ) + c (wt，w̄t ).

定义辅助函数

ψ ( t ) = ∫0l (wtw + γw̄t w̄ + cw̄tw + cwt w̄ +
η1
2 w2 +

η2
2 w̄2 )dx.

式（16）的第一个方程与wt + μw做内积，第二个方

程与 w̄t + μw̄做内积，将所得两式相加得

d
dt F ( t ) + μ

d
dt ψ ( t ) + 2μF ( t ) + η1||wt||2 +

η2||w̄t||2 + αΛgwt ( l，t ) + δΛg͂w̄t ( l，t )
= b (||ux||2 - ||ūx||2 ) ( ūxx，wt ) + b (||ux||2 - ||ūx||2 )
( ūxx，w ) - μα (Λf + Λg )w ( l，t ) - μδ (Λf ͂ +
Λg͂ ) w̄ ( l，t ) - αΛfwt ( l，t ) - δΛfw̄͂ t ( l，t ) +
4μc (wt，w̄t ) + 2μ||wt||2 + 2γμ||w̄t||2 +
b
2 ||wx||2 ddt ||ux||2.

（33）
由 ||ux||，||ūx||，||ūxx|| ≤ C0与Young不等式，得

b (||ux||2 - ||ūx||2 ) ( ūxx，wt )
= b (ux + ūx，ux - ūx ) ( ūxx，wt )
≤ b||ux + ūx|| ⋅ ||ux - ūx|| ⋅ ||ūxx|| ⋅ ||wt||
≤ bC02 ||wx||2 + bC02 ||wt||2

（34）

b (||ux||2 - ||ūx||2 ) ( ūxx，w ) ≤ bC02 ||wx||2 + bC02 ||w||2 （35）
根据条件（6）得
|μαΛfw ( l，t )| ≤ μα3k1|w ( l )|2 ≤ 3μαk1||w||2∞ ≤ 3μαk1 l||wx||2
|μδΛfw̄͂ ( l，t )| ≤ μδ3k2|w̄ ( l )|2 ≤ 3μδk2||w̄||2∞ ≤ 3μδk2 l||w̄x||2（36）
根据条件（8）得

|μαΛgw ( l )| ≤ μα3m1|wt ( l )| ⋅ |w ( l )|
≤ μα3m1|wt ( l )| l ||wx||
≤ 3m1 μα l

2 |wt ( l )|2 + 3m1 μα l
2 ||wx||2，

|μδΛg͂w̄ ( l )| ≤ μδ3m2|w̄t ( l )||w̄ ( l )|
≤ 3m2 μδ l

2 |w̄t ( l )|2 + 3m2 μδ l
2 ||w̄x||2

（37）
根据条件（6）得
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|αΛfwt ( l，t )| ≤ 3αk1|w ( l )| ⋅ |wt ( l )|
≤ 3 l αk1||wx|| ⋅ |wt ( l )|
≤ 3 l αk1

2 ||wx||2 + 3 l αk1
2 |wt ( l )|2，

|δΛfw̄͂ t ( l，t )| ≤ 3δk2|w̄ ( l )| ⋅ |w̄t ( l )|
≤ 3 l δk2

2 ||w̄x||2 + 3 l δk2
2 |w̄t ( l )|2

（38）

根据条件（7）得

{αΛgwt ( l，t ) ≥ αp1|wt ( l，t )|2，
δΛg͂w̄t ( l，t ) ≥ δp2|w̄t ( l，t )|2. （39）

利用有界性得

| b2 ||wx||2 ddt ||ux||2| = |b||wx||2 ∫0l uxuxt dx|
≤ b||wx||2||uxx|| ⋅ ||ut|| ≤ bC0||wx||2.

（40）
将上述估计（34）-（40）代到式（33），整理得到

d
dt F ( t ) + μ

d
dt ψ ( t ) + 2μF ( t ) + η1||wt||2 + η2||w̄t||2 +

αp1|wt ( l )|2 + δp2|w̄t ( l )|2
≤ (2bC0 + 3μαk1 l + 3m1 μα l

2 + 3 l αk1
2 )||wx||2 +

(3μδk2 l + 3m2 μδ l
2 + 3 l δk2

2 )||w̄x||2 +
( 3m1 μα l

2 + 3 l αk1
2 )|wt ( l )|2 + bC02 ||w||2 +

( 3m2 μδ l
2 + 3 l δk2

2 )|w̄t ( l )|2 +
( bC02 + 2μc + 2μ )||wt||2 + (2μc + 2γμ )||w̄t||2

（41）
当μ充分小时，有

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

η1 - ( bC02 + 2μc + 2μ ) ≥ 0，
η2 - (2μc + 2γμ ) ≥ 0，
αp1 - ( 3m1 μα l

2 + 3 l αk1
2 ) ≥ 0，

δp2 - ( 3m2 μδ l
2 + 3 l δk2

2 ) ≥ 0.
所以，当0 < μ ≤ min { 2η1 - bc4c + 4 ，

η2
2c + 2γ，

2p1 - 3 l k1
3 l m1

，

2p2 - 3 l k2
3 l m2

}足够小时，有

d
dt F ( t ) + μ

d
dt ψ ( t ) + 2μF ( t ) ≤ C2 (||wx||2 +

||w̄x||2 + ||w||2 )
（42）

其中

C2 = max { 3μαk1 l + 3m1 μα l
2 + 3 l αk1

2 + 2bC0，
3μδk2 l + 3m2 μδ l

2 + 3 l δk2
2 } .

定义 Fμ ( t ) = F ( t ) + μψ ( t )，通过类似证吸收集时的

讨论知当μ足够小时，有

1
2 F ( t ) ≤ Fμ ( t ) ≤ 32 F ( t ) （43）

由式（42）、式（43）得

d
dt Fμ ( t ) + 4μ3 Fμ ( t ) ≤ C2 (||wx||2 + ||w̄x||2 + ||w||2 )，

t ≥ 0.上式利用Growall引理，得

Fμ ( t ) ≤ Fμ (0 )e-
4
3 μt + C2 ∫0t e- 43 μ ( t - s) (||wx ( s)||2 +

||w̄x ( s)||2 + ||w ( s)||2 )ds.
另一方面有

Fμ ( t ) ≥ 12 F ( t ) ≥
1
4 ρ1 (||wxx||2 + ||wt||2 + ||w̄xx||2 +

||w̄t||2 ).
其中 ρ1 = min {1 - c，α，γ - c，δ } .因此能找到一个

只依赖于B的常数CB，使得

||w ( t )，wt ( t )，w̄ ( t )，w̄t ( t )||H0 ≤ 2
ρ 1
CBe

- 23 μt +
2 C2

ρ 1
( ∫0T (||wx ( s)||2 + ||w̄x ( s)||2 + ||w ( s)||2 )ds)

1
2 .

（44）
对于任意给定的ε > 0，存在T，当T足够大时有

2
ρ 1
CBe

- 23 μtT < ε. （45）
并且定义ϕT：H0 × H0 → R为

ϕT ( (u0，u1，v0，v1 )，( ū0，ū1，v̄0，v̄1 )) = 2 C2
ρ 1

×

( ∫0T (||ux ( t ) - vx ( t )||2 + ||ūx ( t ) - v̄x ( t )||2 + ||u ( t ) - v ( t )||2 )ds) 12 .
然 后 从 式（44）-式（45），可 得 对 任 意 的

(u0，u1，v0，v1 )，( ū0，ū1，v̄0，v̄1 ) ∈ B，有
||S (T ) (u0，u1，v0，v1 ) - S (T ) ( ū0，ū1，v̄0，v̄1 )||H0
≤ ε + ϕT ( (u0，u1，v0，v1 )，( ū0，ū1，v̄0，v̄1 )).

都成立 .
令 (u0n，u1n，v0n，v1n )是集合 B中给定的序列，因为

B是有界的，且是正不变的，所以系统的解的对应

序列 (un ( t )，utn ( t )，vn ( t )，vtn ( t ) )在H0中一致有界 .因
此 { un}，{ vn}在 C0 ( [ 0，∞)；V ) ∩ C1 ( [ 0，∞)；U ) 中
有界 .根据嵌入定理V ↦ H 10 是紧的，则存在子序列
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{ unk}，{ vnk}在C ( [ 0，∞)；H 10 (Ω) )中一致强收敛 .
lim
k → ∞ liml → ∞ ∫0T ||uxnk ( s) - uxnl ( s)||2 + ||vxnk ( s) - vxnl ( s)||2ds

+ lim
k → ∞ liml → ∞ ∫0T ||unk ( s) - unl ( s)||2ds = 0，

则有

lim
k → ∞ liml → ∞ ϕT ( (u0nk，u1nk，v0nk，v1nk )，(u0nl，u1nl，v0nl，v1nl )) = 0.

因此，半群S ( t )在空间H0中渐近光滑 .
定理 3. 6 根据引理 3.4，定理 3.2，3.5得系统

所确定的半群S ( t )在空间H0中有全局吸引子 .
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ATTRACTOR FOR EQUATIONS OF ABENDING AND
TORSIONAL COUPLED BEAM UNDER NONLINEAR BOUNDARY

CONDITIONS *

Zhang Ting Zhang Jianwen†
（College of Mathematics，Taiyuan University of Technology，Taiyuan 030024，China）

Abstract In this paper，attractor of beam equations is studied，which is excited jointly by winding and twisting with a
realistic background under nonlinear boundary conditions. Firstly，we prove the existence and uniqueness of global solu⁃
tion by the Faedo-Galerkin method. Secondly，we prove that the system has bounded absorbing sets and asymptotic
smoothness of the related solution semigroup. Finally we get the existence of the global attractor.
Key words coupled flexural and torsional， nonlinear boundary conditions， global solution， global attractor
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