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摘要　 自古以来，学派林立，齐鸣共荣，殊途同归，如 Ｎｅｗｔｏｎ 派与非 Ｎｅｗｔｏｎ 派，又如多自由度系统动力学方

法的微分派与非微分派，本文提出运动微分概念，得到与 Ｌａｇｒａｎｇｅ 原著失衡速度兼容的广义动能原理 ＧＰＴ

（Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ ｏｆ Ｋｉｎｅｔｉｃ Ｅｎｅｒｇｙ），Ｔ 为动能 Ｋｉｎｅｔｉｃ Ｅｎｅｒｇｙ，并阐明其在空天力学与地面力学中的应

用，ＧＰＴ 是多自由度变参量系统动力学，实在、简便，一般的原理．

关键词　 运动微分，　 动力学，　 动能，　 功率，　 失衡速度

ＤＯＩ：　 １０．６０５２ ／ １６７２⁃６５５３⁃２０１９⁃０６１

１　 Ｌａｇｒａｎｇｅ 失衡速度

Ｌａｇｒａｎｇｅ 的分析力学原著———Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ Ｍｅ⁃
ｃｈａｎｉｃｓ［１］ ．日人译成解析力学［２］，数学家范会国曾

在其理论力学［３］中称为解析动力学．
Ｌａｇｒａｎｇｅ 在书的第 １ 卷第 Ｉ 部第 １６ 节給出了

一个任何人都必须理解的重要概念：“任何人都必

须（原文 ｍｕｓｔ）将 ｖｉｒｔｕｅｌ 速度这个概念理解为物体

平衡状态终止时，即物体发生运动的第一瞬间之速

度”， 故 ｖｉｒｔｕｅｌ（英语为 ｖｉｒｔｕａｌ）速度为失衡速度．
他在第 １ 卷第 Ｉ 部第 １７ 节，接着给出失衡速

度原理：“任意数量之质点或物体组成的任何系统，
当在任意力的作用下而处于平衡时，若系统受到无

限小扰动，系统中各点移过代表其失衡速度之无限

小距离，则各力与沿其作用方向移过的相应距离之

乘积的总和恒为零，而顺力作用方向移过的微小距

离为正，逆力作用方向移过的微小距离为负”．
１８ 世纪 ８０ 年代，还没有矢量点积，导致其失

衡速度原理只能通过力乘以代表失衡速度之微小

距离的代数运算来表达．
１９ 世纪 ８０ 年代，Ｊ．Ｗ．Ｇｉ⁃ｂｂｓ 和 Ｏ．Ｈｅａｖｓｉｄｅ 创立

了矢量点积理论［４］，失衡速度原理实质上可直接表

述为：任意数量之质点或物体组成的任何系统，当在

任意力的作用下处于平衡时，若系统受到无限小扰

动，则各力与其作用点失衡速度的点积之和恒为零．

基于失衡速度的概念，作者用运动微分算子，
获得多自由度变参量系统动力学的广义动能原理．

２ 　 ＧＰＴ （ Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ ｏｆ Ｋｉｎｅｔｉｃ
Ｅｎｅｒｇｙ）

本文提出运动微分（即排除对变或不变的系统

参数的一切运算，仅剩对运动量微分）概念，得到多

自由度理想约束系统解析动力学［５］的 ＧＰＴ：
∂
∂ｑ̇ ｊ

Ｓ＝ ∂
∂ｑ ｊ

Ｔ　 （ ｊ＝ １，２，…，Ｎ）

其中，Ｓ 为系统的运动控制函数，Ｔ 为动能 Ｋｉｎｅｔｉｃ
Ｅｎｅｒｇｙ

Ｓ＝ Ｔ̇
２
＋Ｌ－ Ｐ

２

功率 Ｐ＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ｆ ｉ·ｖｉ，而 Ｆ ｉ，ｖｉ 分別为各力矢（包括非

理想约束力，质量变化引发的力［６］ ）及其作用点速

度矢．
ｑ̇ ｊ为所设广义坐标 ｑ ｊ对时间 ｔ 之导数． 它們之

间有约束方程

ｌｋ（ｑ ｊ，ｑ̇ ｊ，ｔ）＝ ０　 （ｋ＝ １，２，…，ｈ） （１）
引入约束函数 Ｌ＝ ｌｋ{ } ｈ λｋ{ } Ｔ

ｈ，其中 λｋ是待定乘子．
［证］：将方程 （１） 乘以 λｋ 后， 对 ｑ̇ ｊ 取偏导得

λｋ

∂ｌｋ（ｑ ｊ，ｑ̇ ｊ ｔ）
∂ｑ̇ ｊ

＝ ０

（ｋ＝ １，２，…，ｈ； ｊ＝ １，２，…，Ｎ）
（２）
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累加方程（２）得
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∂ｑ̇ ｊ
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用附录 １ 得
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３　 ＧＰＴ 静力学

对动能在时空中变化率驱于零（ Ｔ̇→０，∂Ｔ
∂ｑ ｊ

→０）

的状态，有 ∂Ｓ
∂ｑ̇ ｊ

＝ ０，Ｓ ＝ Ｌ－ Ｐ
２
，对多自由度完整系统，

变为
∂Ｐ
∂ｑ̇ ｊ

＝ ０．Ｐ 为各力与其作用点 Ｌａｇｒａｎｇｅ 失衡速

度的点积之和．

４　 ＧＰＴ 在空天力学中的应用（交会，反导等）

当目标航天器轨道近似为圆时，用 ＧＰＴ 求交

会航天器相对目标航天器的线性化运动微分方程．
４．１　 广义坐标 ｑ１，ｑ２，ｑ３（见附录 ２）
４．２　 算 Ｔ，Ｓ

质量为 ｍ 的交会航天器动能为

Ｔ＝ ｍ
２
［（ ｘ̇） ２＋（ ｙ̇） ２＋（ ｚ̇） ２］

系统的运动控制函数 Ｓ 为

Ｓ＝ Ｔ̇
２
＋０－ Ｐ

２
＝ Ｔ̇

２
－
Ｐ１＋Ｐ２

２
其中，Ｐ１ 为助推器各类（包括因质量变化引发的）
推力 Ｆｑ１，Ｆｑ２，Ｆｑ３的功率

Ｐ１ ＝Ｆｑ１ ｑ̇１＋Ｆｑ２ ｑ̇２＋Ｆｑ３ ｑ̇３

Ｐ２ 为地心引力 Ｎ ＝ μｍ
ｘ２＋ｙ２＋ｚ２

的功率， μ 为地球

的引力系数

Ｐ２ ＝（Ｎｘ ｉ＋Ｎｙ ｊ＋Ｎｚｋ）·（ ｘ̇ ｉ＋ｙ̇ ｊ＋ｚ̇ ｋ）

＝ － μｍ

（ｘ２＋ｙ２＋ｚ２）
３
２

（ｘ ｘ̇＋ｙ ｙ̇＋ｚ ｚ̇）

４．３　 代入 ＧＰＴ
得交会航天器对轨道近似圆之目标航天器的

运动微分方程为线性化 Ｃ⁃Ｗ 方程［７］

ｑ̈１＋２ｎｑ̇２ ＝ａｑ１

ｑ̈２－２ｎｑ̇１－３ｎ２ｑ２ ＝ａｑ２

ｑ̈３＋ｎ２ｑ３ ＝ａｑ３

其中， ａｑ１
＝
Ｆｑ１

ｍ
，ａｑ２

＝
Ｆｑ２

ｍ
，ａｑ３

＝
Ｆｑ３

ｍ
，ｎ＝ μ

（Ｒ＋Ｈ） ３

５　 ＧＰＴ 在地面力学中的应用

在地面振动 Ａｓｉｎ（ωｔ）时，具质量 ｍ ，转动慣量

为 Ｊ 的车辆，在坡度为 α 的冰坡上滑移， 可用 ＧＰＴ
得其运动微分方程组和平衡时的 α 角，解法如下：
５．１　 设广义坐标：ｑ１，ｑ２，ｑ３

ｑ１ 为水平坐标，ｑ２ 为坡面上与 ｑ１ 垂直的坐标，

ｑ３ 为车辆质心速度与 ｑ１ 间的角度

５．２　 建 ｌｋ

∵
ｑ̇２

ｑ̇１
＝ ｔａｎ（ｑ３）　 ∴ ｋ＝ １，

ｌｋ ＝ ｑ̇２ｃｏｓ（ｑ３）－ｑ̇１ｓｉｎ（ｑ３）
５．３　 算 Ｔ，Ｓ

Ｔ＝ １
２
ｍ｛（ ｑ̇１） ２＋［ ｑ̇２＋Ａωｃｏｓ（ωｔ）ｓｉｎ（α）］ ２＋

［Ａωｃｏｓ（ωｔ）ｃｏｓ（α）］ ２｝＋ １
２
Ｊ（ ｑ̇３） ２

Ｓ＝ １
２
｛ Ｔ̇＋ｍｇｑ̇２ｓｉｎ（α）＋

ｍＡω２ｓｉｎ（ωｔ）ｓｉｎ（α）｝＋

λ（ ｑ̇２ｃｏｓ（ｑ３）－ｑ̇１ｓｉｎ（ｑ３））
５．４　 用 ＧＰＴ 得

ｍｑ̈１＋λｓｉｎ（ｑ３）＝ ０ （３）

ｍｑ̈２－λｃｏｓ（ｑ３）＝ －ｍ［ｇ＋Ａω２ｓｉｎ（ωｔ）］ｓｉｎ（α）

（４）
ｑ̈３ ＝ ０ （５）
方程（３），（４），（５）组成车辆的运动微分方程

９７４
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与 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程所得结果一致．
５．５　 用 ＧＰＴ 静力学求平衡时的 α 角

Ｓ＝Ｌ－Ｐ
２
＝λ（ｑ̇２ｃｏｓ（ｑ３）－ｑ̇１ｓｉｎ（ｑ３））＋

１
２
ｍｇｑ̇２ｓｉｎ（ｑ３）

因
∂
∂ｑ̇ ｊ

Ｓ＝ ０，当 ｊ ＝ １，得 λｓｉｎ（ｑ３）＝ ０，因 ｑ３≠０，

得 λ＝ ０．

当 ｊ＝２，λｃｏｓ（ｑ３）＋
１
２
ｍｇｓｉｎ（α）＝ ０，得 ｓｉｎ（α）＝ ０

故平衡时 α＝ ０．

６　 结论

用运动微分概念得到与 Ｌａｇｒａｎｇｅ 原著兼容的

ＧＰＴ，并阐明其在地面力学与空天力学在交会反导

中的应用． ＧＰＴ 不用广义力，变分，用了 Ｌａｇｒａｎｇｅ
Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ （ＬＥ） 没有的运动微分，故 ＧＰＴ 与 ＬＥ 完

全不相关，其基本概念虽源于 Ｌａｇｒａｎｇｅ 原著，但
ＧＰＴ 比 ＬＥ 更实在，更简便，更一般．

ＧＰＴ 的重要性还在于：可用于新一代军用或民

用之变参量系统，如变循环，变推力，变力矩，变质

量，变传动，变刚度，变阻尼系统等．当参数变化时，
保障系统运动控制的可靠性．
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ａｌ ｓｃｈｏｏｌｓ ｉｎ ｄｙｎａｍｉｃｓ． Ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ， ｔｈｅ ｃｏｎｃｅｐｔ ｏｆ ｋｉｎｅｔｉｃ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｗａｓ ｐｒｏｐｏｓｅｄ， ａｎｄ ｔｈｅ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｐｒｉｎｃｉ⁃
ｐｌｅ ｏｆ ｋｉｎｅｔｉｃ ｅｎｅｒｇｙ（ＧＰＴ） ｗａｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ， ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｃｏｍｐａｔｉｂｌｅ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｖｉｒｔｕａｌ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｉｎ Ｌａｇｒａｎｇｅ′ｓ ｏｒｉｇｉｎａｌ
ｗｏｒｋ （Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ）． Ｉｔｓ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ ａｅｒｏｓｐａｃｅ ｄｙｎａｍｉｃｓ ａｎｄ ｇｒｏｕｎｄ ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ｗｅｒｅ ｅｘｐｏｕｎｄｅｄ，
ｗｈｉｃｈ ｉｎｄｉｃａｔｅｄ ｔｈａｔ ｔｈｅ ＧＰＴ ｉｓ ａｎ ａｃｔｕａｌ， ｅａｓｙ ａｎｄ ｇｅｎｅｒａｌ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ ｏｆ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｉｎ ｔｈｅ ｍｕｌｔｉ⁃ｄｅｇｒｅｅ ｏｆ ｆｒｅｅｄｏｍｓ
（ＭＤＦ） ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ ｖａｒｉａｂｌｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ　 ｋｉｎｅｔｉｃ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ，　 ｄｙｎａｍｉｃｓ，　 ｋｉｎｅｔｉｃ ｅｎｅｒｇｙ，　 ｐｏｗｅｒ，　 ｖｉｒｔｕａｌ ｖｅｌｏｃｉｔｙ
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附录 １
∂ｖ̇ｉ
∂ｑ̇ ｊ

＝ ２
∂ｖｉ
∂ｑ ｊ

［证］
∂ｖ̇ｉ
∂ ｑ̇ ｊ

＝ ∂
∂ ｑ̇ ｊ

（∑
Ｎ

Ｓ ＝ １

∂ｒｉ
∂ｑＳ

ｑ̈Ｓ ＋ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
∑
Ｎ

Ｓ ＝ １

∂２ｒｉ
∂ｑ ｊ∂ｑＳ

ｑ̇ ｊ ｑ̇Ｓ ＋ ２∑
Ｎ

ｊ ＝ １

∂２ｒｉ
∂ｑ ｊ∂ｔ

ｑ̇ ｊ ＋
∂２ｒｉ
∂ｔ２

）

＝ ２∑
Ｎ

Ｓ ＝ １

∂２ｒｉ
∂ｑ ｊ∂ｑＳ

ｑ̇Ｓ ＋ ２
∂２ｒｉ
∂ｑ ｊ∂ｔ

＝ ２ ∂
∂ｑ ｊ

（∑
Ｎ

Ｓ ＝ １

∂ｒｉ
∂ｑＳ

ｑ̇Ｓ ＋
∂ｒｉ
∂ｔ

）

＝ ２
∂ｖｉ
∂ｑ ｊ

附录 ２
　 　 惯性坐标系 Ｏｘｙｚ ：

原点在地心 Ｏ 处，Ｏｘ 在赤道平面 Ｏｘｙ 上指向

春分点，Ｏｚ 垂直于 Ｏｘｙ 指向北极星．
Ｏｘｙｚ 为右手直角坐标系，交会航天器在其中

坐标为 ｘ，ｙ，ｚ．
轨道坐标系 Ｃｑ１ ｑ２ ｑ３ ：
原点在目标航天器质心 Ｃ 处，Ｃｑ１ 与 Ｃｑ３ 分别

沿 ＯＣ 与 Ｏｚ，Ｃｑ１ 与 ｘ 间的角度为 θ，

Ｃｑ１ ｑ２ ｑ３ 为右手直角坐标系，交会航天器在其

中的坐标 ｑ１，ｑ２，ｑ３ 为广义坐标．
坐标系间的关系：

ｘ
ｙ
ｚ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝

（ｑ１＋Ｒ＋Ｈ）ｃｏｓθ－ｑ２ｓｉｎθ

（ｑ１＋Ｒ＋Ｈ） ｓｉｎθ＋ｑ２ｃｏｓθ

ｑ３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

其中 Ｈ＝ＯＣ－Ｒ，Ｒ 为地球半径．

１８４


