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弹性细杆弯扭度有突变时的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程∗
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摘要　 根据弹性细杆静力学的 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 动力学比拟方法，将弹性细杆截面的弯扭度和形心应变矢有突变的

弹性变形比拟为动力学中的打击运动现象．分别从精确 Ｃｏｓｓｅｒａｔ 弹性细杆和 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 弹性细杆静力学的

Ｌａｇｒａｎｇｅ方程出发，导出了弯扭度和形心应变矢有突变时的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程，其形式与打击运动的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方

程形式相同．分析了弯扭度和形心应变矢的突变对挠曲线光滑性的影响．为弹性细杆弯扭度有突变时的平衡

分析提供分析力学方法．

关键词　 弹性细杆，　 分析力学，　 弯扭度突变，　 动力学比拟，　 打击运动

ＤＯＩ：　 １０．６０５２ ／ １６７２⁃６５５３⁃２０１９⁃０７１

引言

Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 弹性杆力学理论是研究弹性细杆大

变形导致复杂力学行为的有效方法，其中起关键作

用的是“Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 动力学比拟”思想［１，２］ ．基于弹性

细杆平衡的 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 方程与刚体定点转动的 Ｅｕｌｅｒ
方程在数学形式上的相似性，刚体动力学方法用于

弹性细静力学研究．由 Ｋｏｖａｌｅｖｓｋａｙａ 陀螺产生 Ｋｏｖａ⁃
ｌｅｖｓｋａｙａ 弹性杆［３］，还形成了弹性细杆静力学的分

析力学方法［４－９］ ．为弹性细杆力学提供了新的研究

方法和思路．Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 弹性杆静力学方程还可以表

达成 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程的形式［１０－１２］，作者建立了弹

性细杆平衡与粒子波动的比拟关系［１３］， 可将

Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程的求解方法用于弹性细杆的平衡

问题．
工程中存在弹性杆在微小弧段上出现弯扭度

急剧变化或弹性杆中心线出现尖点的情况．刚度的

局部急剧削弱，或者杆侧向载荷的突然加强（如集

中力偶）都将引起弯扭度等几何量的突变，或使中

心线出现尖点．按照“Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 动力学比拟”思想，
此现象可比拟为动力学中的碰撞现象，并可用碰撞

方程近似描述．有两种情况，其一是截面形心的应

变矢和弯扭度发生突变；其二是仅弯扭度发生突

变．本文用分析力学的方法研究其静力学建模问

题，分别从精确 Ｃｏｓｓｅｒａｔ 弹性杆模型和 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 弹
性杆模型下平衡的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程出发，导出应变矢

和弯扭度发生突变时的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程，以提供近似

分析的方法．

１　 基于精确 Ｃｏｓｓｅｒａｔ 弹性细杆模型

考虑精确 Ｃｏｓｓｅｒａｔ 弹性细杆模型．设 Ｏ－ξηζ 为

惯性参照系，基矢量为 ｅξ，ｅη，ｅζ；Ｐ－ｘｙｚ 为与截面固

连的形心主轴坐标系，基矢量 ｅ１，ｅ２ 与截面固连，
ｅ３ 为截面法矢量，指向弧坐标增加的方向．设弹性

细杆中心线在变形前为直线，弧坐标为 ｓ，变形后为

曲线，弧坐标为 Ｓ ＝ Ｓ（ ｓ）；在平面截面假设下，其位

置用截面的 Ｅｕｌｅｒ 角列阵 ｑ 和截面形心相对惯性系

的矢径 ｒ＝ＯＰ→的坐标列阵 ｒ 表达如下：
ｑ＝ ψ（Ｓ） θ（Ｓ） φ（Ｓ）[ ] Ｔ

ｒ＝ ξ（Ｓ） η（Ｓ） ζ（Ｓ）[ ] Ｔ
（１）

为简 单 计， ｑ， ｒ 的 元 素 依 次 用 广 义 坐 标 ｑα，
α＝ １，…，６( ) 表示．截面形心的应变矢 γ 和弯扭度

ω 都是以变形前弧坐标为基准；沿中心线作用有分

布力 ｆ（Ｓ）和分布力偶 ｍ（Ｓ）（不计其因截面形心应

变的影响，集中载荷或刚度突变情形可用奇异函数

表达［１４］） ．弹性细杆的挠曲线微分方程为：
ｄｒ
ｄｓ

＝ ｅ３＋γ （２）
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其中，γ 为截面形心即轴线的应变矢．
设弹性杆服从线性本构关系，其主轴分量表达

式为：
Ｆ ｉ ＝Ｋ ｉγｉ， ｍｉ ＝Ｂ ｉωｉ， （ ｉ＝ １，２，３） （３）

其中，Ｋ ｉ，Ｂ ｉ 为刚度系数；Ｆ，ｍ 分别为截面内力在

形心的主矢和主矩．弹性细杆平衡的 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇ
方程为：

ｄ
ｄｓ

∂Ｌ
∂ｑ′α

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ∂Ｌ

∂ｑα
＋Ｇα ＝ ０， α＝ １，…，６( ) （４）

其中，
Ｌ＝Ｌｐ＋Ｌｒ （５）

为弹性细杆 Ｃｏｓｓｅｒａｔ 模型的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数；

Ｌｐ ＝ １
２ ∑

３

ｉ ＝ １
Ｋ ｉγ ２

ｉ ，

Ｌｒ ＝ １
２ ∑

３

ｉ ＝ １
Ｂ ｉω ２

ｉ （６）

分别为截面的弹性平移和弹性转动应变能；

Ｇα ＝
ｄＳ
ｄｓ

ｍ·∂ω
∂ｑ′α

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， α＝ １，２，３( ) ，

Ｇα ＝
ｄＳ
ｄｓ

ｆ· ∂ｒ
∂ｑα

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， α＝ ４，５，６( )

（７）

为关于广义坐标 ｑα 的广义力集度；ｑ′α ＝
ｄｑα

ｄｓ
；在应变

的一次近似下可取 ｄＳ ／ ｄｓ＝ １．
设 Δｓ 为小量，且在中心线弧坐标为 Ｓ０ ＝ Ｓ（ ｓ０）

和 Ｓ０＋ΔＳ＝Ｓ ｓ０＋Δｓ( ) 的弧段内，广义坐标 ｑα 变化很

小，而应变矢 γ 和弯扭度 ω 发生较大变化．将 ｄｓ 乘
式（４），并从 ｓ０ 到 ｓ０＋Δｓ 积分，再令 Δｓ→０，得到

ｌｉｍ
Δｓ→０

é

ë
ê
ê∫ｓ０＋Δｓ

ｓ０
ｄ ∂Ｌ

∂ｑ′α
æ

è
ç

ö

ø
÷ － ∫ｓ０＋Δｓ

ｓ０

∂Ｌ
∂ｑα

ｄｓ ＋

∫ｓ０＋Δｓ
ｓ０

Ｇαｄｓ
ù

û
ú
ú ＝ ０，　 α ＝ １，…，６( ) （８）

记

Ｇ^α ＝ ｌｉｍ
Δｓ→０

∫ ｓ０＋Δｓ
ｓ０ Ｇαｄｓ，　 α＝ １，…，６( ) （９）

Δ ∂Ｌ
∂ｑ′α

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｌｉｍ

Δｓ→０
∫ ｓ０＋Δｓ
ｓ０

ｄ
ｄｓ

∂Ｌ
∂ｑ′α

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ｄｓ＝

∂Ｌ
∂ｑ′α ｓ０＋Δｓ

－ ∂Ｌ
∂ｑ′α ｓ０

（１０）

分别为动力学比拟意义上的“广义冲量”的负值和

“广义动量”的增量． 注意到突变是在微分弧段内

发生，所以有

ｌｉｍ
Δｓ→０∫

ｓ０＋Δｓ

ｓ０

∂Ｌ
∂ｑα

ｄｓ ＝ ０，　 α ＝ １，…，６( ) （１１）

综上，式（８）写作

Δ ∂Ｌ
∂ｑ′α

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋Ｇ^α ＝ ０， α＝ １，…，６( ) （１２）

式（１２）就是基于精确 Ｃｏｓｓｅｒａｔ 弹性杆模型的应变

矢和弯扭度有突变时的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程，与分析力学

中打击运动的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程形式相同［１５］ ．在已知

ｑα，ｑ′α( ) ｓ０， Ｇ^α， α＝ １，…，６( ) 的 情 况 下， 通 过 式

（１２） 可解出 ｑ′α( ) ｓ０＋Δｓ， α＝ １，…，６( ) ．由式 （ ２） 可

知， 在 广 义 坐 标 ｑα 都 不 变 的 情 况 下， ｑ′α，
α＝ １，…，６( ) 在 Ｓ０ ＝ Ｓ ｓ０( ) 处微段的突变将使弹性

杆挠曲线在该点出现尖点，ｑ′３的突变不影响挠曲线

形状．

２　 基于 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 弹性细杆模型

不计截面形心应变时即为弹性细杆的 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ
模型．弹性细杆的挠曲线微分方程为

ｄｒ
ｄｓ

＝ ｅ３ （１３）

本构方程（３）中的第 １ 式不存在，本构方程的主轴

分量形式为

ｍｉ ＝Ｂ ｉωｉ， ｉ＝ １，２，３( ) （１４）
此时，截面姿态坐标 ｑα， α＝ １，２，３( ) 和内力主矢 Ｆ
为基本变量．对于除端点外，沿中心线只受集中力

偶和分布力偶作用、不受力作用的弹性细杆，截面

主矢 Ｆ 为常矢量，不失一般性，设
Ｆ＝Ｆ０ｅζ （１５）
弹性细杆平衡的 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程为

ｄ
ｄｓ

∂ＬＫ

∂ｑ′α
æ

è
ç

ö

ø
÷ －

∂ＬＫ

∂ｑα
＋Ｇα ＝ ０，　 α＝ １，２，３( ) （１６）

其中，
ＬＫ ＝Ｌｒ－Ｖ （１７）

为基于 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 弹性细杆模型和守恒量（１５）的

Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数；

Ｌｒ ＝ １
２ ∑

３

ｉ ＝ １
Ｂ ｉω ２

ｉ ， Ｖ ＝ Ｆ０ｃｏｓθ （１８）

为截面弹性转动应变能和势能．
同前，在中心线弧坐标为 ｓ０ 和 ｓ０ ＋Δｓ 的弧段

内，广义坐标 ｑα， α＝ １，２，３( ) 变化很小，而弯扭度 ω
发生较大变化．将 ｄｓ 乘式（１６）两边，并从 ｓ０ 到 ｓ０＋
Δｓ 积分，再令 Δｓ→０，得到

ｌｉｍ
Δｓ→０

é

ë
ê
ê∫ｓ０＋Δｓ

ｓ０
ｄ

∂ＬＫ

∂ｑ′α
æ

è
ç

ö

ø
÷ － ∫ｓ０＋Δｓ

ｓ０

∂ＬＫ

∂ｑα
ｄｓ ＋

∫ｓ０＋Δｓ
ｓ０

Ｇαｄｓ
ù

û
ú
ú ＝ ０，　 α ＝ １，２，３( )

（１９）

４７４
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记

Ｇ^α ＝ ｌｉｍ
Δｓ→０

∫ ｓ０＋Δｓ
ｓ０ Ｇαｄｓ，　 α＝ ４，５，６( ) （２０）

Δ
∂ＬＫ

∂ｑ′α
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｌｉｍ

Δｓ→０
∫ ｓ０＋Δｓ
ｓ０

ｄ
ｄｓ

∂ＬＫ

∂ｑ′α
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄｓ

＝
∂ＬＫ

∂ｑ′α ｓ０＋Δｓ

－
∂ＬＫ

∂ｑ′α ｓ０

（２１）

分别为动力学比拟意义上的“广义冲量”的负值和

“广义动量”的增量．注意到突变在微分弧段内发

生，且广义坐标不变，所以有

ｌｉｍ
Δｓ→０∫

ｓ０＋Δｓ

ｓ０

∂ＬＫ

∂ｑα
ｄｓ ＝ ０，　 α ＝ １，２，３( ) （２２）

综上，式（１９）写作

Δ
∂ＬＫ

∂ｑ′α
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋Ｇ^α ＝ ０，　 α＝ １，２，３( ) （２３）

式（２３）就是基于 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 弹性细杆模型的弯扭度

有突变时的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程，与分析力学中打击运动

的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程形式相同［１５］ ．在已知 ｑα，ｑ′α( ) ｓ０和

Ｇ^α， α＝ １，２，３( ) 的情况下， 通过式 （ ２３） 可解出

ｑ′α( ) ｓ０＋Δｓ， α＝ １，２，３( ) ．由式（１３）可知，在广义坐标

ｑα， （ １， ２， ３ ） 不 变 的 情 况 下， ｑ′α， α＝ １，２( ) 在

Ｓ０ ＝Ｓ（ ｓ０）处的突变也将影响弹性细杆挠曲线在该

点的光滑性． ｑ′３的突变不影响挠曲线形状，但是曲

线的 ２ 阶导数

ｄ２ｒ
ｄｓ２

＝ω×ｅ３ （２４）

在此点不光滑．

３　 结语

弯扭度或截面形心应变矢有突变时的 Ｌａｇｒａｎｇｅ
方程式（１２）和式（２３）与打击运动的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程

的形式相同，可见弹性细杆截面形心和姿态的不光

滑性可比拟于动力学中的打击运动或碰撞现象．完
全可以用动力学中研究打击运动或碰撞现象的方

法研究弹性细杆的这类变形．
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第 ５ 期 薛纭等：弹性细杆弯扭度有突变时的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程

附录：弯扭度 ω和形心应变 γ的广义坐标表达

　 　 截面的姿态用 Ｅｕｌｅｒ 角表达．记 ｑ１ ＝ ψ，ｑ２ ＝ θ，
ｑ３ ＝φ．弯扭度 ω 在主轴基下的矩阵式为［１６］

ω＝（Θｑ′） Ｔ ｅＰ （ｉ）
其中，

ｅＰ ＝

ｅ１

ｅ２

ｅ３

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

， ｑ′＝ ｄ
ｄｓ

ｑ１

ｑ２

ｑ３

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

，

Θ＝
ｓｉｎθｓｉｎφ ｃｏｓφ ０
ｓｉｎθｃｏｓφ －ｓｉｎφ ０

ｃｏｓθ ０ １

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

（ｉｉ）

截面形心的位置用惯性参考系 Ｏ － ξηζ 的

Ｄｅｓｃａｒｔｅｓ坐标表达．记 ｑ４ ＝ ξ，ｑ５ ＝ η，ｑ６ ＝ ζ．形心应变

的矢量式为

γ＝ ｄｒ
ｄｓ

－ｅ３ （ｉｉｉ）

矩阵形式为

γ１

γ２

γ３＋１

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

＝Ｑ ｄ
ｄｓ

ｑ４

ｑ５

ｑ６

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

（ｉｖ）

其中，γｉ ＝γ·ｅｉ， ｉ＝ １，２，３( ) ，Ｑ 为主轴基在惯性基

下的方向余弦矩阵，用 Ｅｕｌｅｒ 角表为

Ｑ＝
ｃψｃφ－ｃθｓψｓφ ｃφｓψ＋ｃψｃθｓφ ｓθｓφ
－ｃψｓφ－ｃθｓψｃφ －ｓφｓψ＋ｃψｃθｃφ ｓθｃφ

ｓψｓθ －ｃψｓθ ｃθ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

（ｖ）
这里字母 ｓ，ｃ 分别表示正弦和余弦 ｓｉｎ，ｃｏｓ．

７７４


