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摘要　 利用自治力学系统的哈密顿函数为守恒量的性质，提出一种求非线性二阶微分方程多模态近似解析

解的方法，称为哈密顿函数法．首先，介绍哈密顿函数法求多模态近似解的基本理论．其次，以质点在旋转的

抛物线上运动为模型建立强非线性二阶微分方程．最后，用哈密顿函数法求得在给定初始条件和参数下强非

线性二阶微分方程的三模态近似解析解表达式，作出三模态近似解析解的解曲线，并与直接用 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ

软件作出的解曲线进行比较，讨论三模态近似解析解的精确性．结果表明：用哈密顿函数法求得的三模态近

似解析解的解曲线与直接用 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ 软件作出的解曲线十分吻合．

关键词　 强非线性二阶微分方程，　 多模态近似解析解，　 哈密顿函数法

ＤＯＩ：　 １０．６０５２ ／ １６７２⁃６５５３⁃２０１９⁃０６７

引言

实际问题中出现的微分方程常常是非线性的，
而且有许多属于强非线性的，求解非线性微分方程

的近似解析解对于研究力学系统的运动特性与规

律至关重要，一直受到众多学者的关注［１－２０］ ．一些

学者提出了不少有效的求解方法， 如谐平衡

法［１－３］，能量平衡法［４－６］，同伦渐近法［７－９］，Ａｄｏｍｉａｎ
分解法［１０－１３］，哈密顿函数法［１４－１７］ 等．在非惯性转动

参照系中研究力学体系的运动时，常常会遇到一类

分子分母均含非线性项的强非线性微分方程［１８］，
求解比较复杂或存在发散性问题，若与此类方程相

应的哈密顿函数不显含时间，则属自治力学系统，
其哈密顿函数是一守恒量．若运动具有周期性，则
可以假设其近似解析解是多个谐振动的迭加，即多

模态解，利用哈密顿函数是守恒量的性质，可以求

得多模态近似解析解中各模态的振幅与基频，从而

求得多模态近似解析解表达式，这种利用哈密顿函

数是守恒量的性质求解的方法称哈密顿函数法，为
讨论多模态近似解析解的精确性，可以在给定初始

条件和参数下，在同一平面上作出强非线性二阶微

分方程的多模态近似解析解的解曲线与直接用

Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ 软件作出的解曲线进行比较．本文用上

述方法得到了强非线性二阶微分方程的三模态近

似解析解表达式，并讨论其精确性．结果表明：强非

线性二阶微分方程的三模态近似解析解的解曲线与

直接用 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ 软件作出的解曲线十分吻合．

１　 哈密顿函数法求多模态近似解析解的基

本理论

若力学系统的哈密顿函数中不显含时间 ｔ，则
其哈密顿函数 Ｈ 是一守恒量． 设某力学系统有 ｓ 个
自由度，其哈密顿函数 Ｈ 可表示成

Ｈ＝Ｈ（ｑα，ｑ̇α）　 （α＝ １，２，…，ｓ） （１）
其中，ｑα，ｑ̇α 分别表示广义坐标和广义速度．设初始

条件为

ｑα０ ＝Ａα，ｑ̇α０ ＝ ０　 （α＝ １，２，…，ｓ） （２）
若力学系统作周期运动，可设其多模态近似解

析解为

ｑα ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ａαｉｃｏｓ（ ｉωｔ）　 （α ＝ １，２，…，ｓ） （３）

则各模态的振幅满足

∑
ｎ

ｉ ＝ １
ａαｉ ＝ Ａα 　 （α ＝ １，２，…，ｓ） （４）

哈密顿函数 Ｈ 在整个运动过程中均保持不

变，则其在 ０－ Ｔ
４
时间内对时间积分后仍是一不变

量［１５］ ．将式（３）代入式（１），并令
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Ｈ ＝ ∫
Ｔ
４

０
Ｈ（ｑα，ｑ̇α）ｄｔ ＝

１
４
ＨＴ ＝ π

２ω
Ｈ ＝ ｃｏｎｓｔ （５）

则有［１５］

∂
∂ａαｉ

∂Ｈ
∂（１ ／ ω）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０　 （α＝１，２，…，ｓ， ｉ＝１，２，…，ｎ．）

（６）
联立式（４）和式（６），能解得各模态的振幅 ａαｉ和振

动的基频 ω，将求得的 ａαｉ，ω 代入式（３）就能得到

多模态近似解析解的表达式．

２　 强非线性二阶微分方程的建立

图 １　 匀速转动的抛物线型金属丝

Ｆｉｇ．１　 Ａ ｐａｒａｂｏｌｉｃ ｗｉｒｅ ｒｏｔａｔｉｎｇ ａｔ ａ ｃｏｎｓｔａｎｔ ｓｐｅｅｄ

如图 １ 所示，一质量为 ｍ 的光滑小环，套在一

光滑的抛物线型金属丝上，并可沿着金属丝滑动，
抛物线型金属丝以角速度 ω 绕轴匀速转动．设抛物

线的方程为 ｘ２ ＝ ４ｐｙ，则小环在 ｘ 方向的运动微分

方程为［１８］

ｘ̈＋
ｘｘ̇２

ｘ２＋４ｐ２＋
ｂｘ

ｘ２＋４ｐ２ ＝ ０ （７）

其中，

ｂ＝ ４ｐ２（ ｇ
２ｐ

－ω２）＝ ４ｐ２（ω２
ｅ －ω２） （８）

ωｅ ＝
ｇ
２ｐ

为小环保持相对平衡时金属丝的转动角

速度，当 ω＜ωｅ 时，ｂ＞０；当 ω＞ωｅ 时，ｂ＜０；当 ω ＝ωｅ

时，ｂ＝ ０．

３　 强非线性二阶微分方程的三模态近似解

析解及其精确性分析

方程（７）中第二项的分子分母中均含非线性

项，属于强非线性二阶微分方程．用一般的方法很

难求得其解析近似解．文献［７］用同伦渐近法得到

其近似解析解，但求解过程十分繁复，不宜推广应

用，文献［１４］用哈密顿函数法只求得其单模态近

似解析解，且没有对近似解进行比较研究，现用哈密

顿函数方法求得其三模态近似解析解，并通过作图

与数值解进行比较，分析多模态近似解的精确性．
与方程（７）相应的哈密顿函数为［１８］

Ｈ＝ １
２ ｘ̇２＋ １

８ｐ２ ｘ̇
２ｘ２＋ ｂ

８ｐ２ｘ
２ （９）

设系统的三模态近似解为

ｘ＝ａ１ｃｏｓωｔ＋ａ２ｃｏｓ３ωｔ＋ａ３ｃｏｓ５ωｔ （１０）
初始条件为

ｘ０ ＝Ａ， ｘ̇０ ＝ ０ （１１）
则各模态振幅满足

ａ１＋ａ２＋ａ３ ＝Ａ （１２）
将式（１０）代入式（９）后并按式（５）积分，有

Ｈ＝ １
８
（ａ２

１＋９ａ２
２＋２５ａ２

３）ωπ＋ ｂ
３２ｐ２（ａ

２
１＋ａ２

２＋ａ２
３）

π
ω

＋ １
１２８ｐ２（ａ

４
１＋９ａ４

２＋２５ａ４
３＋２０ａ２

１ａ２
２＋５２ａ２

１ａ２
３

＋６８ａ２
２ａ２

３－８ａ３
１ａ２－４０ａ２

１ａ２ａ３－８０ａ１ａ２
２ａ３）ωπ

（１３）
将式（１３）代入式（６）得

∂
∂ａ１

（ ∂Ｈ
∂（１ ／ ω）

）＝ －［ １
４
ａ１＋

１
３２ｐ２（ａ

３
１＋１０ａ１ａ２

２

＋２６ａ１ａ２
３－６ａ２

１ａ２－２０ａ１ａ２ａ３－

２０ａ２
２ａ３）］πω２＋ ｂ

１６ｐ２ａ１π＝ ０

（１４）
∂

∂ａ２
（ ∂Ｈ
∂（１ ／ ω）

）＝ －［ ９
４
ａ２＋

１
３２ｐ２（９ａ

３
２＋１０ａ２

１ａ２＋

３４ａ２ａ２
３－２ａ３

１－１０ａ２
１ａ３

－４０ａ１ａ２ａ３）］πω２＋ ｂ
１６ｐ２ａ２π＝ ０

（１５）
∂

∂ａ３ ．
（ ∂Ｈ
∂（１ ／ ω）

）＝ －［２５
４
ａ３＋

１
３２ｐ２（２５ａ

３
３＋２６ａ２

１ａ３

＋３４ａ２
２ａ３－１０ａ２

１ａ２

－２０ａ１ａ２
２）］πω２＋ ｂ

１６ｐ２ａ３π＝ ０

（１６）
联立式（１２）和式（１４） ～ （１６）四式，可以解得

ａ１，ａ２，ａ３，ω 等 ４ 个未知量．由于式（１２）和式（１４） ～
（１６）四式组成的是非线性代数方程组，比较复杂，
可借助数学软件求解．讨论用哈密顿函数法得到的

４６４
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近似解析解的精确性，采用的方法是将用哈密顿函

数法得到的近似解析解曲线与直接用 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ
软件得到的数值解曲线进行比较．为方便，现设Ａ＝１，
ｐ＝ｂ＝０．２５，则式（１２）和式（１４） ～（１６）可简化为

ａ１＋ａ２＋ａ３ ＝ １ （１７）
ａ１－（ａ１＋２ａ３

１＋２０ａ１ａ２
２＋５２ａ１ａ２

３－１２ａ２
１ａ２

　 　 －４０ａ１ａ２ａ３－４０ａ２
２ａ３）ω２ ＝ ０ （１８）

ａ２－（９ａ２＋１８ａ３
２＋２０ａ２

１ａ２＋６８ａ２ａ２
３－４ａ３

１－２０ａ２
１ａ３

　 　 －８０ａ１ａ２ａ３）ω２ ＝ ０ （１９）
ａ３－（２５ａ３＋５０ａ３

３＋５２ａ２
１ａ３＋６８ａ２

２ａ３－２０ａ２
１ａ２－

　 　 ４０ａ１ａ２
２）ω２ ＝ ０ （２０）

由式（１７） ～ （２０），可解得

ａ１ ＝ －０．００８２４６３５４， ａ２ ＝ ０．０７４７７２６０１，
ａ３ ＝ ０．９３３４７３７５３， ω＝ ０．１２０４２５７８４． （２１）
将式（２１）代入式（１０），得三模态近似解析解为

ｘ＝ －０．００８２４６３５４ｃｏｓωｔ＋０．０７４７７２６０１ｃｏｓ３ωｔ
＋０．９３３４７３７５３ｃｏｓ５ωｔ （２２）

其中，ω＝ ０．１２０４２５７８４．
根据式（２２）可作出解曲线如图 ２ 中红线所示，

图 ２ 中的黑线是根据式（７）直接用 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ 软件

作出的同参数下的解曲线．图 ２ 表明，根据哈密顿函

数法得到的三模态近似解析解作出的解曲线与直接

用 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ 软件作出的解曲线十分吻合，特别是

在第一个周期内，其振幅和周期的偏差很小，说明用

哈密顿函数法得到多模态解去近似作周期运动的强

非线性运动问题是一种十分有效的方法．

图 ２　 哈密顿函数法得到三模态近似解曲线—红线，数值解曲线—黑线

Ｆｉｇ．２　 Ｔｈｅ ｒｅｄ ｄａｓｈｅｄ： ｔｈｒｅｅ ｍｏｄｅｓ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ

Ｈａｍｉｌｔｏｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ， Ｔｈｅ ｓｏｌｉｄ： ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

４　 结论

作周期运动的力学系统可假设其解是多个不同

频率谐振动的迭加， 即多模态解．本文利用自治力学

系统的哈密顿函数是一守恒量的性质，求得近似解

析解各模态的振幅和振动的基频．在给定的初始条

件和参数下，在同一平面上作出强非线性微分方程

的三模态近似解析解曲线与直接用 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ 软

件作出的解曲线进行比较（如图 ２），结果表明：三
模态近似解析解的解曲线与直接用 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ 软

件作出的解曲线十分吻合．用哈密顿函数法求强非

线性微分方程的近似解，思路简单清晰，物理意义

明确，结果精确有效，可操作性强，值得推广应用．
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ｓｈｏｗｅｄ ｔｈａｔ ｔｈｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｉｓ ｉｎ ｇｏｏｄ ａｇｒｅｅｍｅｎｔ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｏｎｅ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ　 ｓｔｒｏｎｇｌｙ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｅｃｏｎｄ ｏｒｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎ，　 ｍｕｌｔｉｍｏｄｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ，
　 Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ ｍｅｔｈｏｄ
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