
第 １７ 卷第 ５ 期 ２０１９ 年 １０ 月
１６７２⁃６５５３ ／ ２０１９ ／ １７⑸ ／ ４５８⁃５

动 力 学 与 控 制 学 报
ＪＯＵＲＮＡＬ ＯＦ ＤＹＮＡＭＩＣＳ ＡＮＤ ＣＯＮＴＲＯＬ

Ｖｏｌ．１７ Ｎｏ．５
Ｏｃｔ． ２０１９

２０１８⁃０６⁃１９ 收到第 １ 稿，２０１９⁃０４⁃０３ 收到修改稿．
∗国家自然基金资助项目（１０８７２０３７，１１４７２０６３）
† 通讯作者 Ｅ⁃ｍａｉｌ：ｚｈａｎｇｈｏｎｇｂｉｎ＠ ｃｈｕ．ｅｄｕ．ｃｎ

基于广义分数阶算子 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统 Ｎｏｅｔｈｅｒ 定理∗
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摘要　 本文就广义分数阶导数算子，提出两个新的“变换公式”，将其应用于分数阶 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统，并导出分

数阶 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 定理．这个定理提供了一个计算分数阶 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统运动常数的方法，克服了先

前文献研究分数阶动力学系统守恒量的一些缺陷，并在文末给出两个推论．

关键词　 分数阶 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统，　 广义分数阶算子，　 Ｎｏｅｔｈｅｒ 定理，　 对称性

ＤＯＩ：　 １０．６０５２ ／ １６７２⁃６５５３⁃２０１９⁃０６４

引言

１９２７ 年，美国数学家 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 在他的著作中提

出了一个新的积分变分原理，并给出了一个新的运

动方程［１］ ．美国物理学家 Ｓａｎｔｉｌｌｉ 称其为 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 方
程，并研究它的变换理论［２，３］，后来 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 动力学

理论被广泛应用在：量子力学、原子和分子物理、强
子物理等许多领域．１９８９ 年苏联科学家 Ｇａｌｉｕｌｌａｎ 指

出研究 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 动力学是现代分析力学的一个重

要发展方向［４］ ．１９９２ 年，梅凤翔和他的合作者率先

构建了 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 动力学的理论框架［５］ ．并就 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ
动力学在约束力学系统中的应用开展一系列基础

性研究，取得了许多重要进展［６－１６］ ．
最近，分数阶 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 动力学理论引起许多学

者的关注．罗绍凯应用联合分数阶导数的定义，提
出 Ｐｆａｆｆ⁃Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 原理，得到了分别包含 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃
Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ、Ｃａｐｕｔｏ、Ｒｉｅｓｚ 和 Ｒｉｅｓｚ⁃Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数

的 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 方程［１７］ ．应用 Ａｇｒａｗａｌ 提出的新算子，作
者导出了广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 方程［１８］ ．基于 Ａｔａｎａｃｋｏｖｉｃ 对

分数阶变分问题的对称性研究理论［１９］，张毅率先

研究了分数阶 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统的对称性和守恒量，得
到了经典意义上的守恒量［２０］，解决了 Ｆｒｅｄｅｒｉｃｏ［２１］

所提出的分数阶守恒量而非系统运动常数的遗憾．
然而，这个守恒量的表达式却包含一个积分式子，
它不是一个显式．本文中，就广义分数阶导数算子，
我们提出两个新的“变换公式”，利用这两个新的“变

换公式”，我们可以将先前文献中得到分数阶守恒量

的表达式转换成为显式．并给出自治 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统这

一特殊情况下的推论．

１　 广义分数阶算子的定义和性质

Ａｇｒａｗａｌ 在文献［２２］中提出下面三个分数阶算

子．
α 阶积分算子 Ｋα

Ｍ 定义如下：

Ｋα
〈 ｔ１，ｔ，ｔ２，ｐ，ｑ〉 ｆ（ ｔ） ＝ ｐ∫

ｔ

ａ

ｋα（ ｔ，τ） ｆ（τ）ｄτ ＋

ｑ∫
ｂ

ｔ

ｋα（ ｔ，τ） ｆ（τ）ｄτ ＝ Ｋα
Ｍ ｆ（ ｔ）

（１）
两个微分算子 Ａα

Ｍ 和 Ｂα
Ｍ 定义如下：

Ａα
〈 ｔ１，ｔ，ｔ２，ｐ，ｑ〉 ｆ（ ｔ）＝ ＤｎＫｎ－α

Ｍ ｆ（ ｔ）＝ Ａα
Ｍ ｆ（ ｔ） （２）

Ｂα
〈 ｔ１，ｔ，ｔ２，ｐ，ｑ〉 ｆ（ ｔ）＝ Ｋｎ－α

Ｍ Ｄｎ ｆ（ ｔ）＝ Ｂα
Ｍ ｆ（ ｔ） （３）

新算子 Ｋα
Ｍ、Ａα

Ｍ 和 Ｂα
Ｍ 满足下面的积分关系：

∫
ｔ ２

ｔ１

ｇ（ ｔ）Ｋα
Ｍ ｆ（ ｔ）ｄｔ ＝ ∫

ｔ ２

ｔ１

ｆ（ ｔ）Ｋα
Ｍ∗ｇ（ ｔ）ｄｔ （４）

∫
ｔ ２

ｔ１

ｇ（ ｔ）Ａα
Ｍ ｆ（ ｔ）ｄｔ ＝ （ － １） ｎ∫

ｔ ２

ｔ１

ｆ（ ｔ）Ｂα
Ｍ∗ｇ（ ｔ）ｄｔ ＋

∑
ｎ－１

ｊ ＝ ０
－ Ｄ( ) ｊｇ（ ｔ）Ａα－１－ｊ

Ｍ ｆ（ ｔ） ｔ２
ｔ１

（５）
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∫
ｔ ２

ｔ１

ｇ（ ｔ）Ｂα
Ｍ ｆ（ ｔ）ｄｔ ＝ （ － １） ｎ∫

ｔ ２

ｔ１

ｆ（ ｔ）Ａα
Ｍ∗ｇ（ ｔ）ｄｔ ＋

∑
ｎ－１

ｊ ＝ ０
（ － １） ｊｇ（ ｔ）Ａα＋ｊ－ｎ

Ｍ∗ ｇ（ ｔ）Ｄｎ－１－ｊ ｆ（ ｔ） ｔ２
ｔ１

（６）
其中，ｔ１＜ ｔ ＜ ｔ２，Ｍ ＝ 〈 ｔ１， ｔ， ｔ２，ｐ，ｑ〉 是一个参数集，
Ｍ∗ ＝〈 ｔ１，ｔ，ｔ２，ｑ，ｐ〉与 Ｍ 互为对偶．Ｄ 是经典的导数

算子，ｋα（τ，ｔ）是依赖参数 α 的一个核，ｆ（ ｔ）和 ｇ（ ｔ）
是两个充分光滑的函数，参数 ｐ 和 ｑ 是两个实数，
ｎ－１＜α＜ｎ．

若 ０＜α＜１，我们得出下面的积分关系：

∫
ｔ ２

ｔ１

ｇ（ ｔ）Ａα
Ｍ ｆ（ ｔ）ｄｔ ＝ ｇ（ ｔ）Ｋ１－α

Ｍ ｆ（ ｔ） ｔ２
ｔ１
－

∫
ｔ ２

ｔ１

ｆ（ ｔ）Ｂα
Ｍ∗ｇ（ ｔ）ｄｔ

∫
ｔ ２

ｔ１

ｇ（ ｔ）Ｂα
Ｍ ｆ（ ｔ）ｄｔ ＝ ｆ（ ｔ）Ｋ１－α

Ｍ∗ ｇ （ ｔ） ｔ２
ｔ１
－

∫
ｔ ２

ｔ１

ｆ（ ｔ）Ａα
Ｍ∗ｇ（ ｔ）ｄｔ

２　 主要结果

我们将讨论分数阶 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 定理．
首先，我们考虑包含分数阶微分算子 Ａα

Ｍ 的

Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统变分问题［１８］

ＳＮ ａ ·( )[ ] ＝ ∫
ｔ ２

ｔ１

Ｒμ（ｔ，ａ）Ａα
Ｍａμ（ｔ） － Ｂ（ｔ，ａ）( ) ｄｔ →ｍｉｎ

（７）
满足下面的端点条件

ａμ（ｔ） ｔ＝ｔ１
＝ａμ

１， ａμ（ｔ） ｔ＝ｔ２
＝ａμ

２， （μ＝１，２，…，２ｎ）
其中，０＜α＜１，Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 函数 Ｂ： ｔ１，ｔ２[ ] ×ℝ ２ｎ →ℝ ，
Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 函数组 Ｒμ： ｔ１，ｔ２[ ] ×ℝ ２ｎ→ℝ 是 Ｃ２ 函数，令
ＰＡ ＝ＰＡ ｔ，ａμ（ｔ），Ａα

Ｍａμ（ｔ）( ) ＝ Ｒμ（ｔ，ａ）Ａα
Ｍａμ（ｔ）－Ｂ（ｔ，ａ）．

∂ｉＰＡ 表示 ＰＡ 对第 ｉ 变量的偏导数．
定理 １　 如果 ａμ（ ｔ）是使问题（７）取极值，则它

满足下面的分数阶 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 方程［１８］

∂Ｒν（ ｔ，ａ）
∂ａμ Ａα

Ｍａν－Ｂα
Ｍ∗Ｒμ（ ｔ，ａ）－

∂Ｂ（ ｔ，ａ）
∂ａμ ＝ ０ （８）

定义 １　 如果泛函（７）在下面的单参数无限小

变换群

ａμ（ ｔ）＝ ａμ（ ｔ）＋εξμ（ ｔ，ａ）＋ο（ε） （９）
下是不变量，当且仅当

∫
ｔ ｂ

ｔａ

Ｒμ（ ｔ，ａ）Ａα
Ｍａμ（ ｔ） － Ｂ（ ｔ，ａ）( ) ｄｔ

＝ ∫
ｔ ｂ

ｔａ

Ｒμ（ ｔ，ａ）Ａα
Ｍａμ（ ｔ） － Ｂ（ ｔ，ａ）( ) ｄｔ （１０）

对任何子区间 ｔａ，ｔｂ[ ] ⊆ ｔ１，ｔ２[ ] ，则不变性的必

要条件可表述为定理 ２．
定理 ２　 如果泛函（７）在变换（９）作用下是不

变量，则
∂２ＰＡ ｔ，ａμ（ ｔ），Ａα

Ｍａμ（ ｔ）( ) ξμ（ ｔ，ａ）＋
∂３ＰＡ ｔ，ａμ（ ｔ），Ａα

Ｍａμ（ ｔ）( ) Ａα
Ｍξμ（ ｔ，ａ）＝ ０ （１１）

证明： 条 件 （ １０ ） 对 任 何 子 区 间 ｔａ，ｔｂ[ ] ⊆
ｔ１，ｔ２[ ] 都是有效的，因此，可以去掉（１０）式两边的

积分号，等式仍然有效．将其对 ε 微分，并令 ε ＝ ０，
利用算子 Ａα

Ｍ 的定义和性质，我们有

０＝∂２ＰＡ ｔ，ａμ（ ｔ），Ａα
Ｍａμ（ ｔ）( ) ξμ（ ｔ，ａ）＋

∂３ＰＡ ｔ，ａμ（ ｔ），Ａα
Ｍａμ（ ｔ）( ) Ａα

Ｍξμ（ ｔ，ａ）
注：利用 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 方程（８），不变性的必要条件

（１１）可变为

∂３ＰＡ ｔ，ａμ（ ｔ），Ａα
Ｍａμ（ ｔ）( ) ξμ（ ｔ，ａ）＋

ξμ（ ｔ，ａ）Ｂα
Ｍ∗∂３ＰＡ ｔ，ａμ（ ｔ），Ａα

Ｍａμ（ ｔ）( ) ＝ ０ （１２）
借鉴文献［２３］的思路，就广义微分算子 Ａα

Ｍ 和

Ｂα
Ｍ∗，我们提出下面的变换公式．

定理 ３ 　 考虑函数 ｆ，ｇ∈Ｃ∞ ｔ１，ｔ２[ ] ；ℝ( ) ，并
满足 下 列 条 件 （ Ｃ ）： 序 列 （ｇ（ｋ）·Ｋｋ－α

Ｍ ｆ） ｋ∈ℕ ＼０ 和

（ ｆ（ｋ）·Ｋｋ－α
Ｍ∗ｇ） ｋ∈ℕ ＼０在 ｔ１，ｔ２[ ] 上一致收敛于零，则有

下面的等式

ｇ·Ａα
Ｍｆ ＋ ｆ·Ｂα

Ｍ∗ｇ ＝
ｄ
ｄｔ [∑

∞

ｒ ＝ ０
ｇ（ｒ）· （ － １） ｒｐＫｒ＋１－α

Ｍ１
ｆ ＋ ｑＫｒ＋１－α

Ｍ２
ｆ( ) ] ＋

ｄ
ｄｔ [∑

∞

ｒ ＝ ０
( ｆ（ｒ）·（（ － １） ｒｑＫｒ＋１－α

Ｍ１
（ｇ（ｔ） － ｇ（ｔ１）） ＋

　 　 ｐＫｒ＋１－α
Ｍ２

（ｇ（ｔ） － ｇ（ｔ２））） ) ]
依据上面的讨论，我们可以得到定理 ４．

定理 ４　 如果泛函（７）在单参数无限小变换群

（９）作用下是不变量，令 ａμ（ ｔ）是 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 方程（８）
的一个解，函数 ξμ 和 Ｒμ 满足定理 ３ 的条件（Ｃ）：，
则上面的等式成了

ｄ
ｄｔ [∑

∞

ｒ ＝ ０
Ｒ（ｒ）

μ ·（（ － １） ｒｐＫｒ＋１－α
Ｍ１

ξμ ＋ ｑＫｒ＋１－α
Ｍ２

ξμ） ] ＋

ｄ
ｄｔ [∑

∞

ｒ ＝ ０
（ξ （ ｒ）

μ ·（（ － １） ｒｑＫｒ＋１－α
Ｍ１

（Ｒμ － Ｒμ（ ｔ１）） ＋

ｐＫｒ＋１－α
Ｍ２

（Ｒμ － Ｒμ（ ｔ２）））） ] ＝ ０ （１３）

９５４
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证明： 利用方程（１２）和定理 ３ 可得（１３）式．
下面我们讨论积分泛函（７）更一般意义上的

不变性．
定义 ２　 如果泛函（７）在下面单参数无限小变

换群

ｔ＝ ｔ＋ετ（ ｔ，ａ）＋ο（ε） （１４）
ａμ（ ｔ）＝ ａμ（ ｔ）＋εξμ（ ｔ，ａ）＋ο（ε） （１５）

下是不变量，当且仅当

∫
ｔ ｂ

ｔａ

Ｒμ（ ｔ，ａ）Ａα
Ｍａμ（ ｔ） － Ｂ（ ｔ，ａ）( ) ｄｔ

＝ ∫
ｔ（ ｔ ｂ）

ｔ（ ｔａ）

Ｒμ（ ｔ，ａ）Ａα
Ｍａμ（ ｔ） － Ｂ（ ｔ，ａ）( ) ｄｔ （１６）

对任何子区间 ｔａ，ｔｂ[ ] ⊆ ｔ１，ｔ２[ ] ，其中，Ｍ ＝ 〈 ｔ１，ｔ，ｔ２，
ｐ，ｑ〉 ．

下面我们将给出包含分数阶算子 Ａα
Ｍ 的 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ

系统更一般形式的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 定理．
定理 ５　 如果泛函（７）在单参数无限小变换群

（１４）和（１５）的作用下是不变量，令 ａμ（ ｔ）是 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ
方程（８）的一个解，函数 ξμ 和 Ｒμ 满足定理 ３ 的条

件（Ｃ）：，则下面的等式成了

ｄ
ｄｔ [τ（ＰＡ － α∂３ＰＡ·Ａα

Ｍａμ） ＋

∑
∞

ｒ ＝ ０
Ｒ（ ｒ）

μ · （ － １） ｒｐＫｒ＋１－α
Ｍ１

ξ μ ＋ ｑＫｒ＋１－α
Ｍ２

ξ μ( ) ] ＋

ｄ
ｄｔ [∑

∞

ｒ ＝ ０
（ξ （ ｒ）

μ ·（（ － １） ｒｑＫｒ＋１－α
Ｍ１

（Ｒμ － Ｒμ（ ｔ１）） ＋

ｐＫｒ＋１－α
Ｍ２

（Ｒμ － Ｒμ（ ｔ２）））） ] ＝ ０ （１７）

证明：这里的证明是文献［２４］方法的推广，对
每个非自治问题（７），可将时间 ｔ 视作一个依赖变

量，而等同一个自治问题．为此，利用 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚｉａｎ 变

换将时间 ｔ 重新参数化．
ｔ１，ｔ２[ ] ∋ｔ σｆ（λ）∈ σｔ１，σｔ２

[ ] ．
它满足

如果 λ＝ ０，则 ｔ′σ ＝
ｄｔ（σ）
ｄσ

＝ ｆ（λ）＝ １ （１８）

下面将泛函（７）在形式上转换成自治形式：
ＳＡ ｔ（·），ａμ（ ｔ（·））[ ]

＝ ∫
σｔ ２

σ ｔ１

ＰＡ ｔ（σ），ａμ（ ｔ（σ）），Ａα
Ｍａμ（ ｔ（σ））( ) ｔ′σｄσ

（１９）
其中，ｔ（σｔ１）＝ ｔ１，ｔ（σｔ２）＝ ｔ２ ．利用文献［１８］给出的

分数阶导数的定义和性质，有：

如果 Ｍ ＝Ｍ１ ＝ 〈 ｔ１， ｔ， ｔ２，１，０〉，Ａα
Ｍ１
ａμ（ ｔ（σ）） ＝

（ ｔ′σ）
－α

ｔ１
（ ｔ′σ）

２
Ｄα

σａμ（σ）；

如果 Ｍ ＝Ｍ２ ＝ 〈 ｔ１， ｔ， ｔ２，０，１〉，Ａα
Ｍ２
ａμ（ ｔ（σ）） ＝

（ ｔ′σ）
－α
ω Ｄα

ｔ２
（ ｔ′σ）

２
ａμ（σ）；

如果 Ｍ＝Ｍ３ ＝〈 ｔ１，ｔ，ｔ２，
１
２
， １
２
〉，Ａα

Ｍ３
ａμ（ ｔ（σ））＝

（ ｔ′σ）
－α

ｔ１
（ ｔ′σ）

２

ＲＤα
ｔ２

（ ｔ′σ）
２
ａμ（σ） ．

引进算子 Ａα
Ｍσ

，有
Ａα

Ｍａμ（ ｔ（σ））＝ （ ｔ′σ）
－αＡα

Ｍσ
ａμ（σ） ．

其中，Ｍσ ＝〈σ（ ｔ１），σ，σ（ ｔ２），ｐ，ｑ〉 ．
于是，有

ＳＡ ｔ（·），ａμ（ ｔ（·））[ ]

＝ ∫
σｔ ２

σ ｔ１

ＰＡ ｔ（σ），ａμ（ ｔ（σ）），Ａα
Ｍａμ（ ｔ（σ））( ) ｔ′σｄσ

≐ ∫
σｔ ２

σ ｔ１

ＰＡ ｔ（σ），ａμ（ｔ（σ）），ｔ′σ，Ａα
Ｍａμ（ｔ（σ））( ) ｄσ

＝ ∫
ｔ ２

ｔ１

ＰＡ ｔ，ａμ（ ｔ），Ａα
Ｍａμ（ ｔ）( ) ｄｔ

＝ ＳＡ ａμ（·）[ ]

如果积分泛函（７）在变换（１４）、（１５）作用下是不变

量，则积分泛函（１９）在变换（９）作用下是不变量．
由定理 ４，有

ｄ
ｄｔ [τ

∂ＰＡ

∂ｔ′σ
＋ ∑

∞

ｒ ＝ ０
（∂４ＰＡ） （ ｒ）·

（ － １） ｒｐＫｒ＋１－α
Ｍ１

ξ μ ＋ ｑＫｒ＋１－α
Ｍ２

ξ μ( ) ] ＋

ｄ
ｄｔ [∑

∞

ｒ ＝ ０
( ξ（ｒ）

μ ·（（－ １）ｒｑＫｒ＋１－α
Ｍ１

（∂４ＰＡ － ∂４ＰＡ（ｔ１）） ＋

ｐＫｒ＋１－α
Ｍ２

（∂４ＰＡ － ∂４ＰＡ（ ｔ２））） ) ] ＝ ０ （２０）

若 λ＝ ０，由条件（１８），有
Ａα

Ｍσ
ａμ（ ｔ（σ））＝ Ａα

Ｍａμ（ ｔ）
因此，有

∂４ＰＡ ＝∂３ＰＡ （２１）
和

∂ＰＡ

∂ｔ′σ
＝ＰＡ－α∂３ＰＡ·Ａα

Ｍａμ （２２）

将（２１）式和（２２）式代入（２０）式．可得（１７）式．
下面我们考虑一个特殊情况，自治分数阶

Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 变分问题，即 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 函数 Ｂ 和 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 函
数组 Ｒμ 不显含独立变量时间 ｔ

０６４



第 ５ 期 张宏彬：基于广义分数阶算子 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统 Ｎｏｅｔｈｅｒ 定理

ＳＮ ａ ·( )[ ] ＝ ∫
ｔ ２

ｔ１

Ｒμ（ａ）Ａα
Ｍａμ（ ｔ） － Ｂ（ａ）( ) ｄｔ → ｍｉｎ

（２３）
由定理 ５ 可以获得下面的推论：
推论 １　 对自治分数阶 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 变分问题（２３），

有

ｄ
ｄｔ

ＰＡ－α∂３ＰＡ·Ａα
Ｍａμ( ) ＝ ０ （２４）

沿任何分数极值曲线 ａ·( ) ，ｔ ∈ ｔ１，ｔ２[ ] ．
证明： 因为Ｂ 和Ｒμ 不显含时间 ｔ，令 τ＝１，ξμ ＝０，

容易验证 Ａα
Ｍａμ（ｔ）＝ Ａα

Ｍａμ（ｔ），则不变性条件（１６）满足．
其次，我们再考虑包含分数阶微分算子 Ｂα

Ｍ 的

Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统变分问题［１８］ ．

ＳＢ ａ ·( )[ ] ＝ ∫
ｔ ２

ｔ１

Ｒμ（ｔ，ａ）Ｂα
Ｍａμ（ｔ） － Ｂ（ｔ，ａ）( ) ｄｔ →ｍｉｎ

（２５）
满足下面的端点条件：
ａμ（ｔ） ｔ＝ｔ１

＝ａμ
１， ａμ（ｔ） ｔ＝ｔ２

＝ａμ
２， （μ＝１，２，…，２ｎ）

其中，０ ＜α＜ １．Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 函数 Ｂ： ｔ１，ｔ２[ ] ×ℝ ２ｎ →ℝ ，
Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 函数组 Ｒμ： ｔ１，ｔ２[ ] ×ℝ ２ｎ→ℝ 是 Ｃ２ 函数，令
ＰＢ ＝ＰＢ ｔ，ａμ（ｔ），Ｂα

Ｍａμ（ｔ）( ) ＝ Ｒμ（ｔ，ａ）Ｂα
Ｍａμ（ｔ）－Ｂ（ｔ，ａ）．

∂ｉＰＡ 表示 ＰＡ 对第 ｉ 变量的偏导数．
采用类似的推导，我们容易得到下面的结果．
定理 ６　 如果 ａμ（ ｔ）是使问题（２３）取极值，则

它满足下面的分数阶 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 方程［１８］

∂Ｒν（ ｔ，ａ）
∂ａμ Ａα

Ｍａν－Ｂα
Ｍ∗Ｒμ（ ｔ，ａ）－

∂Ｂ（ ｔ，ａ）
∂ａμ ＝ ０

（２６）
定理 ７　 如果泛函（２３）在单参数无限小变换

群（１４） 和 （１５） 的作用下是不变量，令 ａμ （ ｔ） 是

Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 方程（２４）的一个解，函数 ξμ 和 Ｒμ 满足定

理 ３ 的条件（Ｃ）：，则下面的等式成了

ｄ
ｄｔ [τ（ＰＢ － α∂３ＰＢ·Ｂα

Ｍａμ） ＋ ∑
∞

ｒ ＝ ０
（ξ μ） （ ｒ）·

（ － １） ｒｑＫｒ＋１－α
Ｍ１

Ｒμ ＋ ｐＫｒ＋１－α
Ｍ２

Ｒμ( ) ] ＋

ｄ
ｄｔ [∑

∞

ｒ ＝ ０
(（Ｒμ）（ｒ）·（（－ １）ｒｐＫｒ＋１－α

Ｍ１
（ξμ － ξμ（ｔ１）） ＋

ｑＫｒ＋１－α
Ｍ２

（ξ μ － ξ μ（ ｔ２））） ) ] ＝ ０ （２７）

显然，当参数 ｐ 和 ｑ 取不同值时，可分别获得

包含 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ， Ｃａｐｕｔｏ， Ｒｉｅｓｚ 分数阶导数

Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 定理．

如果我们考虑下面的自治分数阶 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 变
分问题，

ＳＮ ａ ·( )[ ] ＝ ∫
ｔ ２

ｔ１

Ｒμ（ａ）Ｂα
Ｍａμ（ ｔ） － Ｂ（ａ）( ) ｄｔ → ｍｉｎ

（２８）
由定理 ７ 我们可以获得下面的推论．
推论 ２ 　 对自治分数阶 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 变分问题

（２８），有
ｄ
ｄｔ

ＰＢ－α∂３ＰＢ·Ａα
Ｂａμ( ) ＝ ０ （２９）

沿任何分数极值曲线 ａ·( ) ，ｔ ∈ ｔ１，ｔ２[ ] ．

３　 结论

本文在提出的两个“变换公式”的基础上，给
出了包含广义分数阶导数 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ
定理，与先前文献得到的结果相比，其给出的守恒

量是一个显式，它提供一个计算守恒量的级数算

法，用此式来计算守恒量，可以得到想要的精度．
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