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摘要　研究广义Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的梯度表示．给出广义Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统可成为梯度系统的条件．利用梯度系统的

性质来研究广义Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的稳定性．举例说明结果的应用．
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引 言

Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系 统 是 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系 统 的 一 种 推
广［１－３］，广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统又是 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的一
种推广［４，５］．文献［５－１５］研究了广义Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统
的各类动力学问题，包括积分方法，稳定性等．文献
［１６］第９章“大范围非线性技巧”中研究了两类重
要系统，一类是梯度系统，另一类是Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统．
梯度系统是微分方程和动力系统中的重要问题，特

别适合用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数来研究．如果一个力学系
统能够成为梯度系统，那么就可利用梯度系统的特

性来研究力学系统的性质，特别是运动稳定性质．
本文研究广义Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统成为梯度系统的条件，
并利用梯度系统的性质来研究广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统
的稳定性．

１　梯度系统

梯度系统的微分方程有形式［１６］

ｘｉ＝－
Ｖ
ｘｉ
，　（ｉ＝１，２，…，ｍ） （１）

其中Ｖ＝Ｖ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）称为势函数．方程（１）可
表示为矢量形式

Ｘ· ＝－ｇｒａｄＶ（Ｘ） （２）
其中

Ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）

ｇｒａｄＶ＝ Ｖ
ｘ１
，
Ｖ
ｘ２
，…，

Ｖ
ｘ( )
ｍ

梯度系统有如下重要性质［１６］：

１）函数 Ｖ是系统（２）的一个 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数，

并且Ｖ·＝０，当且仅当Ｘ是一个平衡点；
２）设 Ｚ是一个梯度流的解的 α极限点，或 ω

极限点，则Ｚ为平衡点；
３）对于梯度系统（２），任一平衡点处的线性化

系统都只有实特征值．
以上三条性质，特别是第一条和第三条性质，

可用来研究可化成梯度系统的力学系统的平衡位

置及其稳定性．
与第一条性质相关，只要势函数 Ｖ成为 Ｌｙａ

ｐｕｎｏｖ函数，那么就有可能由 Ｖ· 的形式，按 Ｌｙａ
ｐｕｎｏｖ定理研究系统的稳定性，或按 Ｒｕｍｙａｎｔｓｅｖ定
理研究部分变量稳定性．

与第三条性质相关，据 Ｌｙａｐｕｎｏｖ一次近似理
论，如果线性化系统的特征根全为负实根，则系统

是渐近稳定的；如果有正实根，则是不稳定的．

２　系统的梯度表示

广义Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的微分方程有形式［４］

Ｒｖ
ａμ
－
Ｒμ
ａ( )ｖ ａｖ－Ｂａμ－Ｒμｔ＝－Λμ，

　　　　　　（μ，ｖ＝１，２，…，２ｎ） （３）
其中Ｂ＝Ｂ（ｔ，ａ）为 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函数，Ｒμ＝Ｒμ（ｔ，ａ）为
Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函数组，Λμ＝Λμ（ｔ，ａ）为附加项．这里及以
后我们约定：同一项中，相同的活动指标表示对其

求和．对自治情形
Ｒμ＝Ｒμ（ａ），Ｂ＝Ｂ（ａ），Λμ＝Λμ（ａ） （４）

此时方程（３）可表示为

Ωμｖａ
ｖ－Ｂ
ａμ
＋Λμ＝０ （５）
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其中

Ωμｖ＝
Ｒｖ
ａμ
－
Ｒμ
ａｖ

（６）

设系统非奇异，即

ｄｅｔ（Ωμｖ）≠０ （７）
则方程（５）可表示为

ａμ＝ΩμｖＢ
ａｖ
－Λ
～
μ （８）

其中

ΩμρΩρｖ＝δ
μ
ｖ （９）

Λ
～
μ＝Ω

μｖΛｖ （１０）
方程（８）一般不是一个梯度系统，仅在一定条

件下才能成为梯度系统．对方程（８），如果满足如
下条件


ａρ
（ΩμｖＢ
ａｖ
－Λ
～
μ）－


ａμ
（ΩρｖＢ
ａｖ
－Λ
～
ρ）＝０，

　　　　　　（μ，ｖ，ρ＝１，２，…，２ｎ） （１１）
则它是一个梯度系统．此时，可求得势函数 Ｖ＝Ｖ
（ａ），使得

ΩμｖＢ
ａｖ
－Λ
～
μ＝－

Ｖ
ａμ
，

　　　　　　（μ，ｖ＝１，２，…，２ｎ） （１２）
Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统是广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的特殊情

形．对自治Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统，式（１１）成为

ａρ
（ΩμｖＢ
ａｖ
）－
ａμ
（ΩρｖＢ
ａｖ
）＝０，

　　　　　　（μ，ｖ，ρ＝１，２，…，２ｎ） （１３）
而式（１２）成为

ΩμｖＢ
ａｖ
＝－Ｖ
ａμ
，　（μ，ｖ＝１，２，…，２ｎ） （１４）

３　稳定性

广义Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统成为梯度系统后，便可利用
梯度系统的性质来研究广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的稳定
性．

首先，根据梯度系统第三条性质，考察线性化

系统特征方程的根是否全为负实根，是否有正实

根．如果根全为负的，则运动是稳定的；如果有正实
根，则运动是不稳定的．其次，与梯度系统第一条性
质相关，如果势函数 Ｖ能够成为 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数，按
方程求Ｖ·，再由Ｖ· 的符号由Ｌｙａｐｕｎｏｖ定理可判断系
统的稳定性，或由 Ｒｕｍｙａｎｔｓｅｖ定理判断部分变量
稳定性．

４　算例

例１　广义Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统为
Ｒ１＝ａ

２，

Ｒ２＝０，

Ｂ＝ａ１ａ２，

Λ１＝－２ａ
２－（ａ２）２，

Λ２＝ａ
１－（ａ１）２

试将其化为梯度系统，并研究其零解的稳定性．
解：方程（８）给出
ａ１＝ａ２－ａ１＋（ａ１）２

ａ２＝ａ１－２ａ２－（ａ２）２

容易验证，它是一个梯度系统，其势函数为

Ｖ＝１２（ａ
１）２＋（ａ２）２－

　ａ１ａ２－１３（ａ
１）３＋１３（ａ

２）３

它可作为Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数，在ａ１＝ａ２＝０的邻域内是
正定的．按方程求Ｖ·，得

Ｖ·＝６ａ１ａ２－２（ａ１）２－５（ａ２）２＋２（ａ１）３－
　４（ａ２）３＋２ａ１（ａ２）２－２ａ２（ａ１）２－
　（ａ１）４－（ａ２）４

它在ａ１＝ａ２＝０的邻域内是负定的．由Ｌｙａｐｕｎｏｖ定
理知，零解ａ１＝ａ２＝０是渐近稳定的．同时，也可用
线性化系统来判断系统零解的稳定性．因方程的线
性化系统的两个特征根都是负的，故由 Ｌｙａｐｕｎｏｖ
一次近似理论知，系统的零解是渐近稳定的．

例２　广义Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统为

Ｒ１＝
１
２ａ

２，Ｒ２＝－
１
２ａ

１，

Ｂ＝１２（ａ
１）２＋１２（ａ

２）２，

Λ１＝－ａ
１＋ａ２－（ａ２）２，

Λ２＝ａ
２－ａ１－（ａ１）２

试将其化为梯度系统，并研究其零解的稳定性．
解：方程（８）给出
ａ１＝ａ１＋（ａ１）２

ａ２＝－ａ２＋（ａ２）２

容易验证，它是一个梯度系统，其势函数为

Ｖ＝１２（ａ
２）２－１２（ａ

１）２－

　１３（ａ
１）３－１３（ａ

２）３

０９２
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按方程求Ｖ·，得
Ｖ·＝－（ａ１）２－（ａ２）２－２（ａ１）３＋２（ａ２）３－
　（ａ１）４－（ａ２）４

可见，Ｖ相对变量ａ１是负定的，Ｖ· 相对 ａ１也是
负定的，由Ｒｕｍｙａｎｔｓｅｖ部分变量稳定性定理知，系
统零解ａ１＝ａ２＝０相对变量ａ１是不稳定的．而Ｖ相
对变量ａ２是正定的，Ｖ· 相对ａ２是负定的，由Ｒｕｍｙ
ａｎｔｓｅｖ定理知，零解ａ１＝ａ２＝０相对变量ａ２是稳定
的，并且是渐近稳定的．

例３　Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统为
Ｒ１＝０，

Ｒ２＝ａ
１，

Ｂ＝１２（ａ
１）２－１２（ａ

２）２＋ｔａ１＋２ｔａ２

试将其化为梯度系统，并研究其解的稳定性．
解：方程（３）给出
ａ１＝ａ２－２ｔ
ａ２＝ａ１＋ｔ

它有解

ａ１０＝２－ｔ，　ａ
２
０＝２ｔ－１

作变换，令

ａ１＝ａ１０＋ξ１，　ａ
２＝ａ２０＋ξ２

则方程可表示为

ξ
·

１＝ξ２，　ξ
·

２＝ξ１
它是一个梯度系统，其势函数为

Ｖ＝－ξ１ξ２
方程的特征根一正一负，因此，解 ξ１＝ξ２＝０是不
稳定的．
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